
���

�����	
��


—-��� (Power Series)������Taylor��

	


7.1����
7.2�����—-�	
���	�
��
���
7.3������������	
7.4�������
7.5��������—����� (Analytic Functions)�����Taylor���

Taylor��
7.6����—-����������� :���
7.7����
7.8� ����

7.1 ����

��!�"����

f(c) +
∞∑

k=1

f (k)(c)

k!
(x − c)k = f(x)

#�$%&'� ,( f (k)(x))�*+ (k = 1, 2, · · ·),�, f(x)* c���(c − R, c + R)

-#���$�Taylor��&'� .�.R/0 ����	
� ,!/�1� .(,

!2��
�����3 .)

(-"�$%+ ,�,�#/$���f(x)�$4 (x− c)��������� .56

7#��������% ?	8�
&#'��� (9������ )�: ,!��

209
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������� .����	
�����
���� .

7.2 �����

—-�	����
����
�

��� (Power Series)

����
������ ,�����	� ,����	� .���������
������ �!��""#� (smooth everywhere)(��$�	�%��%�

& )
�� .'�()*+,
�	��$���	-�
�—""#� ?'���

��	��	���
�� ,.�/""#� .0� ,��
� ,�	����x��
��

∑∞
n=0 an�1 ,-2����	34���$5
 .

�� �6
∑∞

n=0 an(x− c)n�	����� c������� (a power series centered

at c.)���7 ,89 c = 0: ;! ,� c �= 0� ,��x − c�"x<� .

������ ,����=
 (#$%� ,�$��� .)�	��>,?���" ,�

�	�,�1&��� (@A��'�B(�C<� ,)
D	E�4��" (6&

�
��)>��� ),�F:�	�G ,�	$��" ,6������H: (&

< ,IJK)���x�	LM ).

*0��+,N ,�	�'x����� ,�6����'�'�(�L ,�	�,
D .�	�����1����F:�	�
OA>& .��-����PL .�
� ,�'�(K.
	������L�	������ .&< ,/�'�012

	� (<� limn→∞ |an+1/an| = L(L� ))� ,345�	��012
	� .'�,

� ,QR(1�	�
S6L/,T>��	���7

�L .�UH16L/ .

�	�,���	�
�� ,@��&� 
���x����V .�����N�
��!
���V .

� 1 6�	�
∑∞

n=0 xn��2
	� ,@�8
 x��C� .'��2
	��

W98�� (� |x| < 1� )
∑∞

n=0 xn = 1
1−x
��	X (Y� )�� ,G�
LM��

{x ∈ R, x �= 1}.:��	��1∑∞
n=0 xn�� {x ∈ (−1, 1)},< |x| < 1
Z� ,x��

���;[� .

< :�	�����\'x − c��� (x − c)n (a power in (x-c))�� ,P]�
 .
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�2 � f(x) = 1
1+(x−4)

���� (�� )�� ,�	
�� {x ∈ R, x �= 3}�����
��

∑∞
n=0 −1n(x− 4)n(���
���� )�	{x ∈ (3, 5)},� |x− 4| < 1��� ,


�� f(x) = 1
x−3
�	x �= 3�� ,��x�����
�� .

��������	
���� (�
x = 1/10)��

�
�������
����
� ,���
������ 10������ ,�
� 0� 1� �
�����

∞∑
n=1

an10−n,

�!an"�����# 0, 1, 2, · · · , 9�� .�$ ,��
∑∞

n=1 an10−n%&������

(�x = 10−1��� ),'(�) ,���*���+���� .

	
��������

���'���	��� .(,�-�����
∑∞

k=0 akx
k�

∑∞
k=0 bkx

k����.


�&�/�0���	�� .'(� ,%���1���0��� ,$�'���
2	 ;����
0��� ,��3
'����	� .4�����������
5'"/�6�78 ,�'���������	���28 9:�/ .

� !7 1
1+x3������ ,*7�	
� ?

� ;<	�� , 1
1+x3 �������'�=;<">�78 ,#'�?$ 1

1−x
�@

������
∑∞

k=0 xk�8
∑∞

k=0(−x3).%�
∑∞

k=0(−1)kx3k(��2�7�����

� .�&�	
�%�8�� {x : |(−x)|3 < 1} = {x : |x| < 1}.

	
�������� :

����'�1�AB)� ,#�#'����C�1��D� ,��	����.
7 ,��������C�� .

�� ���
∑

anxn�	
�%����(E"�FG)�* �� :

a)HIx = 0.

b)* (−R, R),��5�J�+#-+,I ,����	 .�!R > 0.

c)-
$�.

� a),b)K c)/ ,L0���%�M��1� 0, R�∞2�������� .
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� 1:�������� ,������ ,�	�x
������
�	� ,�
�
�����
�� .
� 2:��R�����������
����� .�������� ,�� ��
������
����! .

�1 "����
∑∞

n=0 anxn:

i)# an = n!���$ (%������&n���'( ,	()*�� )
+���

�������
 0;
ii)#an = 1/n!���$ (%������&n����
�'( ,	*����0)


+�����������
∞(% 0�
� );

iii)# an���
���$�
+��������	�
�� 0�,�	� ,%�

���
��� (R > 0).

�2 "�����
∑∞

n=0 sinn x,���������	�� .(� | sin x| < 1,'-�

 .�/���	� .)

��!"0# :�$	���1�%& .2' ,������0��3�%& .((4

��� 0.)

���� i))5
*��6x = x1 �= 07�� ,� limn→∞ anxn
1 = 0.8$+��4

N9 ,|anxn
1 | < 1, ∀n ≥ N.�-:$∀x, |x| < |x1|,

|anxn| = |anxn
1 ||

x

x1

|n < | x

x1

|n

�	n ≥ N .�;
∑ |x/x1|n
�-�.�1� ��� ,8)$��

∑ |anxn|�� .-

%!"�����6x17�� ,��/+
, |x| < x10+�� .

ii)�� ,)5
*��6x = x2 �= 07<� ,��/�+
, |x| > |x2|<� .2' ,�


*��6x17��	 |x1| > |x2|,��=!> ,$�/�6x27�� ,-1?�@


5 .
2@&� ,�)!!A!��

34� 5���' ,B6C4� .

���	
��

�
∑

akx
k
D�4��� .�7�E4�����FG

lim
k→∞

|ak+1

ak

||x| = L,
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������� :
(a)�� |x| < limk→∞ | ak

ak+1
| = R�L < 1,����	���� (absolutely converges),

(b)�� |x| > limk→∞ | ak

ak+1
|,�L > 1�L
��� ,����	�� ,

(c)�� |x| = limk→∞ | ak

ak+1
|,�L = 1,����	��	
����� ,�
�
��

� .
�
�R = limk→∞ | ak

ak+1
|������	����� (Radius of Convergence)(R��

��∞).

�1 	���	
∑∞

n=0
xn

(n+1)2n �
��� (convergent set.)

� 
����	���� ,������� � ,
!�"� .

ρ = lim
n→∞

| xn+1

(n + 2)2n+1
÷ xn

(n + 1)2n
| =

|x|
2

lim
n→∞

n + 1

n + 2
=

|x|
2

.

�#���	�"
�$ ρ = |x|
2

< 1� ,%�$ |x|
2

> 1� .����
���� 2.&

���
��� ,�
'(��) (�±2)*+ .$x = ±2� ,���	,-�
∑

1
n+1

.
∑ (−1)n

n+1
,/0��	.���	�� �12%� ;32
� .� [−2, 2)����


��� .

�2 	���	
∑∞

n=0
xn

n!
�
��� (convergent set.)

� 
����	���� ,������� � ,
!�"� .

ρ = lim
n→∞

| xn+1

(n + 1)!
÷ xn

n!
| = |x| lim

n→∞
1

n + 1
= 0

�#���	�"
�
�x��4� .�����
����∞.
&���
�������R.

�3 	���	
∑∞

n=0 n!xn�
��� (convergent set.)

� 
����	���� ,������� � ,
!�"� .

ρ = lim
n→∞

|(n + 1)!xn+1

n!xn
| = |x| lim

n→∞
n + 1 = 0$x = 0�; = ∞$x �= 0� .

�#���
������ {0}.
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���� (the interval of convergence)—�����	
����
��

�����
∑

anxn������������	 ,
���		 .��	
���

�������� ,�	�
�������� .

�1 ���
∑

anxn���
�� limk→∞ | ak

ak+1
|.�∑∞

k=0 xk���
�R = 1.

�2 
����
∑

nxn

10n ����	 .

� ������ ,��������
��

lim
n→∞

n

10n
· 10n+1

n + 1
= 10

��x = ±10��������	 ,�������	� (−10, 10).

� :���� ,�����	���������
������	����� !
� .

�������

"���S(x) =
∑

anxn����	� (−R, R),�#R > 0.�

i) S(x)$��x ∈ (−R,R)���� .

ii) S(x)$� (−R, R)����%���	 [a, b]����� .(�����&'()*

� .)

iii)�R��+ ,�S(x)$��x �∈ (−R,R)�	 .

� �

��������

���� �!"���,	-./� �!"01# .
"

∑
anxn,

∑
bnxn�2����� ,�
��	�$%3$�3$&3$
3$4

�56'()-./�56 ,�*7� ,�$8* +6 ,�*9 :∑
anxn =

∑
bnxn � an = bn, n = 0, 1, 2 · · ·

∑
anxn +

∑
bnxn �

∑
(an + bn)xn.∑

anxn −
∑

bnxn �
∑

(an − bn)xn.
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∑
anxn ·

∑
bnxn �

∑
(anb0 + an−1b1 + · · · + a0bn)xn.∑

anxn ÷
∑

bnxn ��������������

∑
n

xn ◦
∑

bnxn �
∞∑

n=0

an(
∞∑

m=0

bmxm)n

�1 ���	 f(x) =
∑

anxn
��x ∈ (−R, R)�� f(−x) = f(x)(
 f(x)���

	 ).�	an = 0�n�
	� .

� ����
∑

an(−x)n =
∑

anxn,������
∑

2a2n+1x
2n+1 = 0, ∀x ∈ (−R,R).

����	��
���a2n+1 = 0, ∀x ∈ N ∪ {0}.�	 .

�2 �	
∑∞

n=0
anxn

1−x
=

∑∞
n=0(a0 + a1 + · · · + an)xn,���������� �	�

�	 .
a)

∑∞
n=0(0 + 1 + · · · + n)xn,

b)
∑∞

n=0(0 + 1 − 1
2

+ 1
4
− · · · + (−1)n 1

2n−1 )x
n.

�
∑∞

n=0
anxn

1−x
=

∑∞
n=0 anxn · ∑∞

n=0 xn =
∑∞

n=0(a0 + a1 + · · · + an)xn,��
��!�

�	��"�� .

a)�#� ,a0 = 0, a1 = 1, · · · , an = n,$����	��%
∑∞

n=0

∑∞
n=0 xn

1−x
= 1

(1−x)2
.

b)�#� ,a0 = 0, a1 = 1, · · · , an = (−1)n 1
2n−1 ,$����	��%

∞∑
n=0

∑∞
n=1(−1)n−1(xn/2n−1)

1 − x
=

2x

(1 − x)(2x + 1)
.

7.3 ������������	

&	 '&�	(�)�*+�,- .�./�	 0�	�	12��/34 .5
6��� ,7,0�	1��0��/89 .�:;�89� ,<���	 0�	
�	��=>?@A .�	 +/B��&		%&�	� ,�
�/	 
%�	
 ;7C/ ,�&�	+/B�	%&�	� ,�
�/�	
2�	�	 .�	D
 ,�!"/2���#��$% ?E&F�'��$%/�� .

Definition
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Let E be a subset of R. A sequence of functions fn : E → R is said to converge pointwiseon
E if f(x) = limn→∞ fn(x) exists for each x ∈ E.
Let E be a subset of R. A sequence of functions fn : E → R is said to converge uniformly
on E if f(x) = limn→∞ fn(x), ∀x ∈ E.

�� ,� {fn(x)}∞n=1����� .�	
�x ∈ I(�� ) limn→∞fn(x) = l(�
 ) ,��

��������� (Pointwise Convergent);�� l����x�� ,�x�����

f(x)��� ,����������� (�� ).

� limn→∞fn(x) = f(x)	 ∀x ∈ I(�� ),����������� (Uniformly Con-

vergent)� f(x);�� f(x)������� .

�	����� ,� ��� .

i)�!	
�������� ,"#���x$�n���% ;���
	
�&�

'�(n�)�x�	
�� ,*+��, .����-�.�/��	
�0 :

lim
n→∞

fn(x) = f(x) :�!	


≡ (∀x ∈ Iand∀ε > 0)∃N(x, ε) > 0 such that ∀n > N(x, ε), |fn(x) − f(x)| < ε.

lim
n→∞

fn(x) = f(x) :�
	


≡ (∀ε > 0)∃N(ε) > 0 such that ∀n > N(ε)and∀x ∈ I, |fn(x) − f(x)| < ε.

1��2� ,34�-5���5�N#�(x�) .

ii) ’$�
	
 ’����	 :��'( n�)���� x6� n7�8� , |f(x) −
fn(x)| �< ε.9:& �;� .<� ,1 �����=��>�?��@��$AB

� ,��2������$�7�
	
 .

iii)�C ��5�D� ,E���� ,�F�!5� ,"5�/��GFHI##�

��� �<� $�$� ,�J��GFKLM
<� � .�%4NOGF ,3
4#PC Q��� ,��*+�� ,
�&�'( .

iv)1��$&� ,������
	
 ,�R�!	
 .

�1 � fn(x) = xn,S��� {fn(x)}	��x��
	
) ?�$� ,*T+U6�

�
	
�x��� .
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� ��� ,� |x| > 1� ,limn→∞ xn → ±∞,���� ,��������� .��

|x| ≤ 1� , xn���� ,������� ,�	���� ,�	

 0 < ε < 1/3�

�N > 0��
 |xN | < ε,��� x = (1 − 1/N)� ,�� x�N��� ,� x < 1�

xN = (1− 1/N)N���
 e−1 > ε(�N���� )������ .����� |x| < 1

� ,xn�������� .��� ,�
xn������������ , � (−b, b)!

"#�x���
$%& {xn}����' ,�( b!�� 1�

)*% .�

� :�+,- ,�.

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 � |x| < b�

1 �x = 1�

e−1 �x = 1 − 1/n�

±∞ � |x| > 1�

�* �x = −1�

�/0*1 1(p.220)�� (2�-�34 )"
$%&����� .

�2 ��$%&xn/n� [−1, 1]-���� .

� 5 |xn/n| ≤ 1/n < ε,�
xn/n� [−1, 1]-�����6 ,n�����x���

78 .��"
$%&�"
�9-!���� ..

� :�:�����������;��"�<�N= >x�� .?@=%&�$
%&�9����;"� .���$%&(�8%x!*� ,"$%&>A%&BC
#$DE .FGB� x�8 ,",H�I%&�%&'(� ,x���)	*�,�
< .?B= ’�� ’���I�"� .J+ ,�$%&, ,5
�D-8%n�x,7?D
-8%	KLM�K./ ,����=KNO��8% ,H0$81��P
 .��
�QB��x��R�n�8 ,S2 1("��x = 1 − 1/n�=�2 .

������	
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��
∑∞

n=0 anfn(x)������ ,���������������	� .�	
�

����

�� .

�1 � 1 ≥ x ≥ 0� ,������
∑∞

n=0 xn���
�� ?
������� .

� ��	� ,����� sn(x) =
∑n

k=0 xk(������n��� )��� .

lim sn(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

limn→∞ 1−xn

1−x
= 1

1−x
� 0 < x < 1�

limn→∞ n = ∞ �x = 1�

limn→∞
1−(1−1/n)n

1−(1−1/n)
= ∞ �x = 1 − 1/n����

������� 0 < x < 1� ,����� 1
1−x
����� ;��

�� .�

�

�� ,�� !�"����# ,�	�x��$ 0 < x < b,�% b��� 1�&�'
�� .(�x�( .)

�2 �1 ≥ x ≥ 0� ,�)����
∑∞

n=0
xn

n
���


�� ?
������� .

� ��	� ,��������sn(x) =
∑n

k=0
xk

k
(������n���)��� .�

tn =
∑n

k=0 xk,��* ,limn→∞ sn(x) = limn→∞
∫ x

0
tn(u)du =

∫ x

0
1

1−u
du = − ln(1 − x).�

�

lim
n→∞

sn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

− ln(1 − x) � 0 < x < 1�

0 �x = 0�

∞ �x = 1�

∞ �x = 1 − 1/n����

������� 0 ≤ x < 1� ,�����
∫ x

o
1

1−u
du = − ln(1 − x);��

�� .�



��� ,�� !�"+���# ,�	�x��$ 0 < x < b,�% b��� 1�
&�'�� .
� :,- ,!�.�/0%123� !4��5
" .

�3 #��
∑∞

n=0 anxn�6$�74����%	%8�& .

��������'��(��9��	�	
�� ,��)4:���4���
� .;<4 ,�
=>*?��@�+�,A-."/ ? (�����0�-.� )B

CDE�9&�F :

�4 ��� f(x) = limn→∞(1−x2

1+x2 )
n,�� f(x)4�	� .�) f(x)�-.��/ ?
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� �x �= 0� ,��1−x2 < 1+x2,�� 1−x2

1+x2 < 1,∀x �= 0.�� limn→∞(limn→∞(1−x2

1+x2 )
n) =

0.��x �= 0�� f(x) = 0.�	 ,�x = 0� ,�� f(x) = 1n = 1,�� f(x)
x = 0�

��� . (� fn(x) = (1−x2

1+x2 )
n,∀n ∈ N
���� .)

���������	
�— M-Test

�����
∑∞

k=1 fk(x)���
��� I���� .��
∑∞

k=1 Mk
	
����

� .� |fk(x)| ≤ k, ∀k ∈ N and x ∈ I,���
∑∞

K=1 fk(x)
 I���	
 .

�
 � sn(x) =
∑n

k=1 fk(x).�

|sn(x)| ≤
n∑
k

|fk(x)| ≤
n∑
k

Mk ≤
∞∑

k=1

Mk.

���
����� ����� {∑∞
k=1 Mk}	
�� .�� sn(x)�!	
 ,��

�	
 .(��	
��x��� .)

� :
��
M − Test?�"#$��
∑∞

k=1 Mk�	
 ,
�%&"��	
��'

�(	)�
� .

� ����
∑∞

k=1
sin kx

k2  �!��$�x��	
 ?

� � fk(x) = sin kx
k2 ,� |fk(x)| ≤ 1

k2 .��Mk = 1
k2 � ,*�M − Test�������

	
 .(�$��
∑∞

k=1
1
k2	
 )

���������������������������—- !�����

*������"+�,�-$�� ,���.��/01234 523�67
89 .����/0:23��#�
;��<0:23 .��=>�,�<0:2
3��� (?@�@;���A" )
>�'��"� .�!>@�B����C�

�D��&E .D��FGHI5�3 ,JK�����FGL� !� ,M�"#
N	�#$OPQ ,�"���� ,%?7;�R&S- ,' �� !� .

T(�)�U9VW+���� :

*�$�� f(x)X�*N�������

f(x) = lim
n→∞

fn(x), a ≤ x ≤ b,
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��{fn(x)}������� ,�	
� :

A)����
�� f����� [a, b]���� ,� fn�	�
�� ?

B)����
�� f����� [a, b]����� ,� fn�	�
�� ?

C)����
�� f����� [a, b]����� ,� fn�	�
�� ?

D)�
��� ,����� ?(�
��
��������
������
 ?)∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

E)�
��� ,����� ?(�
��
��������
������
 ?)

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x).

 �!�"������#����$���% &��
�������'��

��($�� ,)���*����*����� .����%�+�����$�
�,���#��
*��*�-�� (����� )#������$�% .��

����.� ,/0$����$�
 &���1$��*��2�#��% .
��������� ?

lim
x→c

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→c

fn(x)?

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)?

d

dx
lim

n→∞
fn(x) = lim

n→∞
d

dx
fn(x)?

34�	�% ,

5������% ,

�1 6� fn(x) = xn,7
 f(x) = limn→∞ fn(x), 0 ≤ x ≤ 1.������8�� ,+

0 ≤ x ≤ 1� .�9 f(x)����

f(x) =

{
0 + 0 ≤ x < 1�
1 x = 1

"	�� ,��� fn(x)�� [0, 1]���
�� , ��
���:�� .(5�p.215

#;< .)
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�2 ����� ,

fn(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

4n2x � 0 ≤ x ≤ 1/(2n)�

−4n2x + 4n � 1/(2n) ≤ x ≤ 1/n�

0 � 1/n ≤ x ≤ 1�

��	�� f(x) = limn→∞ fn(x) = 0,� 0 ≤ x ≤ 1� .�

∫ 1

0
f(x)dx = 0.�����

��
��
∫ 1

0
fn(x)dx = 1 ∀n(������� 1/n� 2n���	
� ).�

∫ 1

0

f(x)dx �= lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx.

�
� fn(x)� f(x)��������
 ,����
���	�� .

� 3 �� fn(x) = xn/n,���� [0, 1]� ,f(x) = limn→∞ fn(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1.

(∵ 0 ≤ f(x) ≤ 1/n.)��������� ,� 0 ≤ x ≤ 1� . fn(x)������ .�

f ′
n(x) = xn−1,������ 1(p.214)�������

f ′(x) =

{
0 � 0 ≤ x < 1�

1 �x = 1�

�
 limn→∞ f ′
n(1) �= f ′(1).

���� ,��� fn(x)�� [0, 1]������� ,��������������

����� !��"��� .

�#�$����%&���'��� (uniformly convergent)() ,�
*+,-

� .
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��1(���� ) ����� {fn(x)}��� [a, b]��	 ,
���������


���� f(x).�� ,�	�� fn(x)�x0 ∈ [a, b]
� ,�������� f(x)
�

x0
� .���� ,�	 fn������
�� ,� f
� .

���� :(��� )��f�x0
� ,��	��� limx→x0 f(x) = f(x0),
� |f(x)−
f(x0)| <���� ,�� |x − x0|������� .���� ���!�" |f(x) −
f(x0)|��#��$%� .

����

|f(x) − f(x0)| = |f(x) − fn(x) + fn(x) − fn(x0) + fn(x0) − f(x0)|
� |f(x) − fn(x)| + |fn(x) − fn(x0)| + |fn(x0) − f(x0)|
< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

�� |x − x0| < δ,�& δ > 0��	��'
��()
����*� .

+ ,,x0�- [a, b]�'��. ,/*� f(x)
� [a, b]�
� .

	
����� �
����!��
���� ,����� (��" )0
� .1


�

lim
x→c

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑

n=1

lim
x→c

fn(x) =
∞∑

n=1

fn(c).

� 2�3 1'�� ,��# fn($4" sn(x) �
∑n

k=1 fk(x)5%�� .
�

lim
x→c

lim
n→∞

sn(x) = lim
n→∞

lim
x→c

sn(x) = lim
n→∞

sn(c).
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������ .

��2(����� ) ����� {fn(x)}	��
 [a, b]��
 ,�����	��


������ f(x).�� ,	
�� fn(x)	x0 ∈ [a, b]�� ,


∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

���� :(��� )��

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx,

��
��� | ∫ b

a
f(x)dx − ∫ b

a
fn(x)dx| < ε (�� ε����� )���� |f(x) −

fn(x)|dx < ε�� .����������� |f(x) − fn(x)|�������� . !

"#$%����&�� .

���	 ������� |f(x) − fn(x)| < ε,'�( x ∈ [a, b])*+,# n-�

. ./�

|
∫ b

a

f(x)dx −
∫ b

a

fn(x)dx| ≤
∫ b

a

|f(x) − fn(x)|dx < (b − a)ε.

0� .

��3(��
� ) ����� {fn(x)}	�
 [a, b]��
 ,����	��
��

���1�� .	��� {f ′
n}	��
����� ,���� {fn}2	�� ,�3

f(x)�45�� ,
 f��67 ,�

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x).

���� :(��� )�� f	x0�67 ,��
��� limx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

�	 .
/

f(x) − f(x0)

x − x0

= lim
n→∞

fn(x) − fn(x0)

x − x0

= lim
n→∞

f ′
n(ξ)

(���8 �$%9):�; )<8������=����; 10� f ′(x0)�	 .
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fn −→ f
↓ ↓
f ′

n −→ f ′

������������ ,	
��� .�
	������������ .

���� �x0� [a, b]��� .

lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0

= lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) − fn(x0)

x − x0

= lim
x→x0

lim
n→∞

f ′
n(ξ)(��������� ,�� ξ�	x�x0��)

= lim
n→∞

lim
x→x0

f ′(ξ)(�����
�)

= lim
n→∞

f ′(x0)

���� � {f ′
n}��� g(x)� limn→∞ f ′ = g, ∀x ∈ [a, b]�x0 ∈ [a, b].����


 ���

fn(x) − fn(x0) =

∫ x

x0

f ′
n(t)dt,

!n"#$�%

f(x) − f(x0) =

∫ x

x0

g(t)dt.

��������&'�()�� 2��& .	�*'����
 ���+�!x
",%

f ′(x) = g(x),∀x ∈ [a, b].

���

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x),∀x ∈ [a, b].

�- .

�1 �./0 fn(x) = 1
xn+x−n ,��x > 0.1� f(x) = limn→∞ fn(x).�2 f(x),34

f(x)�x > 0�
�� ?
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� � x > 1� ,� limn→∞ xn = ∞� limn→∞ x−n = 0,�� f(x) = 0;� 0 < x < 1

� ,� limn→∞ xn = 0� limn→∞ x−n = ∞,��� f(x) = 0.��x = 1� ,f(x) = 1/2,�

� f(x)�x > 0���� .

� :	����
���
�x = 1�	��
�� (���x = (1 ± 1/n)).

�2 
 f(x) = limn→∞ fn(x),�� fn(x) = 2nx
1+n2x4 ,��

∫ 1

0

f(x)dx� lim

∫ 1

0

fn(x)dx.

�

lim
n→∞

fn(x) = 0,∀x ∈ R.

��
∫ 1

0
f(x)dx = 0,� limn→∞

∫ 1

0
fn(x)dx = limn→∞[tan−1 nx2]10 = π/2.

� :	�
∫ 1

0
f(x)dx �= limn→∞

∫ 1

0
fn(x)dx,�����
{fn(x)}��
�� .��� ,�

x��	 0� ,�x = 1/n� (n��� ,)fn(1/n) → 2 �= 0.

�3 
f(x) = limn→∞ fn(x),��fn(x) = 2
π
x tan−1 nx,��f(x),��� limn→∞ f ′(x)

��x ∈ R(�� 0)��� .� f ′(0) �= limn→∞ f ′
n(0).

�

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

⎧⎨
⎩

0 x = 0
x x > 0
−x x < 0

�� ,f ′
n(x) = 2

π
tan−1 nx + 2

π
xn

1+n2x2 .�����	
����	��� .��	 f ′(x)


x = 0���� .(�� f ′
n(x)
R���
�� ,����
�	 .)

7.4 �������

�������	�
��

��	
����������	 ,����������� .

1o���
���
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����S(x) =
∑

anxn������ (−R, R),��R > 0� c ∈ (−R, R).

lim
x→c

∑
anxn =

∑
an(lim

x→c
xn) =

∑
ancn.

�� ,���	�
����� .
	 1:�
��

��

lim
n→∞

lim
x→c

n∑
k=0

akx
k = lim

x→c
lim

n→∞

n∑
k=0

akx
k

�� .
	 2:�������������� ,����
�� ,	���� ,������
���� .	�������� !"������#$% .��&'()*
$
	 .

� �+���
∑∞

n=0(−1
2
)n(x − 3)n	x = 2�,- .

� .��������� (−1, 5].�
�/
� ,�

lim
x→2

∞∑
n=0

(−1

2
)n(x − 3)n =

∞∑
n=0

(−1

2
)n(−1)n =

∞∑
n=0

(
1

2
)n =

1

1 − 1/2
= 2.

(0 2	������ .)

2o�������

���1��2�3������� ,�4536�������� ?�� ,��7
��� ?	8�92 ,0��:;�8�.���<! ,.4=4���>? .�
*����7�@�AB
 .

	
—����� (Term by Term Differentiation)

If

f(x) =
∞∑

n=0

cn(x − a)n = c0 + c1(x − a) + c2(x − a)2 + · · · + cn(x − a)n + · · ·

converges for |x − a| < R,then the series

∞∑
n−1

ncn(x − a)n−1 = c1 + 2c2(x − a) + 3c3(x − a)3 + · · · + ncn(x − a)n−1 + · · · ,
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obtained by differentiating the series for f term by term, converged for |x − a| < Rand
represents f ′(x)on that interval. If the series for f(x)converges for all x,then so does the
series forf ′.
�� ,�� ,�

f(x) =
∞∑

n=0

= c0 + c1(x − a) + c2(x − a)2 + · · · + cn(x − a)n + · · ·

��� |x − a| < R��� ,���

∞∑
n=0

cn(x − a)n−1 = c1 + 2c2(x − a) + 3c3(x − a)3 + · · · + ncn(x − a)n−1 + · · · ,

��	f
�����
� ,�� |x− a| < R��� ,����������f ′(x).�

� f(x)���	���x�� ,�	��� f ′(x)
��	� .(�������



�����������
��
� .)

��  ��
!"#� ,$�%&
��
�' ,��(��)��� ,*%&(
�������+,������� .-.� .

d
∑∞

n=0 anxn

dx
|x=c = lim

x→c

∑∞
n=0 anxn − ∑∞

n=0 ancn

x − c
= lim

x→c

∞∑
n=0

an(xn − cn)

x − c

=
∞∑

n=0

lim
x→c

an
xn − cn

x − c
=

∞∑
n=1

nancn−1.

�$/����0�&1(��� .

3o������

	
—����� (Term-by-term Integration)

If

f(x) =
∞∑

n=0

cn(x − a)n = c0 + c1(x − a) + c2(x − a)2 + · · · + cn(x − a)n + · · ·
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converges for |x − a| < R,then the series

∞∑
n=0

cn
(x − a)n+1

n + 1
= c0 + c1

(x − a)2

2
+ c2

(x − a)3

3
+ · · · + cn

(x − a)n+1

n + 1
+ · · · ,

obtained by integrating the series for f term by term, converged for|x − a| < R and
represents

∫ x

a
f(t)dt on that interval. If the series for f(x) converges for all x,then so

does the series for
∫ x

a
f(t)dt.

�� ,�

f(x) =
∞∑

n=0

cn(x − a)n = c0 + c1(x − a) + c2(x − a)2 + · · · + cn(x − a)n + · · ·

��� |x − a| < R��� ,���

∞∑
n=0

cn
(x − a)n+1

n + 1
= c0 + c1

(x − a)2

2
+ c2

(x − a)3

3
+ · · · + cn

(x − a)n+1

n + 1
+ · · · ,

��	 f 
�����
� ,�� |x − a| < R��� ,����������∫ x

a
f(t)dt.�� f(x)���	��� x�� ,�	���

∫ x

a
f(t)dt
��	� .(��

���
�

������
�����
��
� .)

�� ∫ ∞∑
n=0

anxndx =
∞∑

n=0

∫
anxndx =

∞∑
n=0

an
xn+1

n + 1
+ C.

�� !���"#!���� .

�1 �$ ln(1 + x)� 0%
Taylor���� .

� ∵ ln(1 + x) =
∫ x

0
1

1+t
dt =

∫ x

0
1 − t + t2 − t3 + · · ·dt =

∫ x

0

∑∞
k=1(−1)k xk

k
,�� |x| ≤ 1

� :�&$ ln(1 + x)
��'�( ,���Taylor��	��)!�� .

�2 *"
��
�
+ ,$�� f(x) = tan−1 x

���� .

� ∵ tan−1 x =
∫ x

0
1

1+t2
dt =

∫ x

0
1 − t2 + t4 − t6 + · · ·dt =

∫ x

0

∑∞
k=0(−1)k x2k+1

2k+1
,

�� |x| ≤ 1.
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� :��� tan−1 x������ ,���Taylor�����	
	� ,�����

����
 .

�3 �
������� ,��� f(x) = 1
(1−x)2

������ .

� ∵ 1
(1−x)2

= Dx(1 − x)−1 = Dx(
∑∞

k=0 xk) =
∑∞

k=1(kxk−1),
� |x| < 1

� :��� (1 − x)−2������ ,���Taylor�����	
	� .

7.5 ��������

—-����������Taylor���Taylor��

�
��� f(x)�
���
∑∞

n=0 an(x − c)n������������R > 0,��

��� f(x) ����� ,!"�# (c−R, c + R) �$� ,
� c %���� .�

�� ex, sin x, cos x, ln x��&������� .

Taylor���Maclaurin��

Taylor��&����
 ,
��'(����������)	� .
��)*�
�Taylor���(
�����	� ,�&+&����,���-./0� ?1�
��2� �a(�� f)�34Taylor�� (� f������a5'��� ):

f(a) +
f ′(a)

1!
(x − a) +

f ′′(a)

2!
(x − a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x − a)3 + · · ·

=
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x − a)n.

� :�a = 0�)�34Taylor��6� Maclaurin�� .

� 
��� f(x) = ex� x = 054Taylor�� 
∑∞

n=0
xn

n!
.
� f (n)(0) = ex |x=0=

1,∀n ∈ N ∪ {0},7x� 8��� .(9��������&
:; .)

�1:<=����>�?@)�4AB�4 CD�� .EFG!H"#$@Taylor
%� (p.137),&'�&��I'���4���J .	K��" ,L��I'���

�<M���4D���(9��� (p.136).�N ,Taylor%�+2��<M���

� CD�O—-) AB� CD�4�J .��� f(x)�Taylor����P2�

) f(x)AB�
4Q:��O (9
�+��*B ).
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� 2:��Taylor������������ ?(Yes.)

Taylor’s Theorem

Taylor	
�����
��	
 ,���������	
������Taylor
����� . Taylor	
�
������	
�����—��
������

�� .����� ,������ ��!"#���—�$%&�������
'��
 .�	��( :

Taylor Theorem

Let f be a function with derivatives of all orders in some (a− r, a+ r). The Taylor series

f(a) +
f ′(a)

1!
(x − a) +

f ′′(a)

2!
(x − a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x − a)3 + · · · + f (n)(a)

n!
(x − a)n + · · ·

=
∞∑

k=0

fk(a)

k!
(x − a)k

represents the function f on the interval (a − r, a + r)if and only if the error term

E(x) � f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x − a)(n+1)

tends to 0 as n approaches ∞ : limn→∞
f (n+1)(c)
(n+1)!

(x − a)n+1 = 0.

)* ,
f�+��, (a− r, a + r)-��.
���� (�- r���������

�� ),�Taylor��

f(a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(x − a)2 + f ′′′(a)(x − a)3 + · · · + f (n)(a)

n!
(x − a)n

����� f /���0���
�%E(x) � f (n+1)(c)
(n+1)!

(x − a)(n+1)	��� 0,1

n → ∞2 .
+�	
34�� , !!"� .

�1 1f(x)��$%&��2 ,��5#+x = 06�Taylor�����/� (��

.7% .)��+x = c �= 06�Taylor�������-� ��!"#8� .($9

(%" 1p.232)
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� 2 � f(x) = 1
1−x
������ ,�	�� {x �= 1}.
�� x = 0�
���


Taylor���
∑∞

n=0 xn�� |x| < 1,�����
�����	
 0(�������


 ).���Taylor����Taylor������� f(x) = 1
1−x

,��� |x| < 1� .

�3 � f(x) = ex������ ,�	��R.
��x = 0�
���
Taylor��

�
∑∞

n=0
xn

n!
��∀x ∈ R, ex =

∑∞
n=0

xn

n!
,�����
�����	
 0(�����

� ��! ).����Taylor��������� f(x) = ex�x ∈ R� .

�4 �����
�� :"#�$%&'����� :

(1 + x)n = 1 +

(
n

1

)
x +

(
n

2

)
x2 + · · · +

(
n

k

)
xk + · · · + xn,

�%n�(�� .�)��'Taylor�����%
n�*�+�α,,

(1 + x)α = 1 +

(
α

1

)
x +

(
α

2

)
x2 + · · · +

(
α

k

)
xk + · · · , ∀|x| < 1.

�%
(

α
k

)
� α(α−1)(α−2)···(α−k+1)

k!
.-���,�����
���� (Binomial Series).

� �� ,.�������		/0
� .

�5 12*�+�����
Taylor���� ,�

f(x) =

{
e−1/x2

�x �= 0�

0 �x = 0�

� 0�34� .

� . f (k)(0) = 0, k = 0, 1, 2, · · ·(
56�789 20,p.149)

�5:; .(.���:�		 0.)

Taylor���� �Rn(x) = f(x) − ∑n
k=0

f (k)(a)
k!

(x − a)k,<�

lim
n→∞

Rn(x) = 0 ⇔ f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x − a)n.

����	
Taylor�	�
�
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ex = 1 +
1

1!
x +

1

2!
x2 + · · · + 1

n!
xn + · · · , ∀x ∈ R.

sin x =
∞∑

n=0

x2n+1

(2n + 1)!
, ∀x ∈ R.

cos x =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
, ∀x ∈ R.

ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
+ · · · + (−1)n xn

n
+ · · · ,−1 ≤ x < 1.

tan−1 x = x − x3

3
+

x5

5
+ · · · + (−1)n x2n+12n + 1 + · · ·

,
|x| ≤ 1.

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 + · · · + α(α − 1) · · · (α − (k − 1))

k!
xk + · · · , |x| < 1.

��α��������� ,��x�	 .

���—�� (Euler)�� :

eix = cos x + i sin x,�� i���
√−1.

� 
 eix, cos x, sin x�Taylor�����
���	�
 .

��� (De Moivre)�� :

(cos x + i sin x)n = cos nx + i sin nx,��n ∈ N.

� 
����� enx = (ex)n�� .


 1:�� ,
�������Taylor����	�
�����
�������
� (���������x������ .)


 2:��Taylor���� �! ?!"�����#$	%���&��'(� .(

)*+�,� .)

�1 �- f(x) = 2x3 − 5x + 4���# f(3.02).
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� �� f(x)�x = 3.02���� ,�������� ,�����	���� .


��
����������� .	
 f(x)�� (x − 3)�������
� (��

���	 ):f(x) = 2(x − 3)3 + 18(x − 3)2 + 49(x − 3) + 43,�� ! x = 3.02��"
f(3.02) = 2(0.02)3 + 18(.02)2 + 49(.02) + 43 = 43.987216.

�2 �� f(x) = sin 31o������
#$%� .

� �� f(x)�x = 31o���� ,&	�'x�(��)π/6 + π/180. �� sin�

x = π/6�Taylor�
�� ,*+���,����� .-�

sin x = sin π/6 + (x − π/6) − (x − π/6)3/3! + (x − π/6)5/5! + · · · .

��.x = π/6 + π/180� ,"

sin(π/6 + π/180) = sin π/6 + (π/180) − (π/180)3/3! + (π/180)5/5! + · · · ≈ 0.51745.

/	��
$%��� 0.5175.

�3 �� tan x���

� .

� 0 tan x = sin x
cos x

,�! sin x, cos x�-���
�����" .1

tan x =
x − x3

3!
+ · · ·

1 − x2

2!
+ · · · = x +

x3

3
+

2x5

15
+ · · ·

� :�2������	� ,.34�!05 tan x���6
�7�8 tan x���


� ,
�9:; < .

�4 �� ln(1+x
1−x

)���

� .

� -� ln(1 + x) =
∑∞

n=1(−1)n−1 xn

n
.=

ln(
1 + x

1 − x
) = ln(1 + x) − ln(1 − x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
−

∞∑
n=1

(−1)n−1 (−x)n

n
=

∞∑
n=1

2x2n−1

(2n − 1)

� :����
�!"#$��� 1,%����
��+>x��� ,� 1+x
1−x
�
?

&@A
 ,. |x| < 1� .

�����Taylor��	
��
��������
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� sin x =
∑∞

n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)!
∀x ∈ R����������� (�� x�����

� ),	�
 ’�� ’x,
���� (p.141)���� .�� cos x =
∑∞

n=0(−1)n x2n

(2n)!
∀x ∈ R

����������� .
���������	
����?

����	����

���
�� .����������� .�
����
� ,������
��� ,!"�#����	�$�� .�� sin(x+2π) = sin x

$% ,!"��
∑∞

n=0(−1)n (x+2π)2n+1

(2n+1)!
��

∑∞
n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)!
.
&�'#���()

������ ,*+������,�	 .�� ,
��
∑∞

n=0(−1)n x2n

(2n)!
= 0
�

x = π/2.(- cos x = 0�./ .)01��.� .(2�34567 56p.235.)

7.6 ����

�
���������—-���������

01�89:;<=���(��> .�?@
��� �<=-���� ,�A∑∞
k=0 ak(x − c)k	� .!B
�
�C"#$%R,�D����	.��� ,
(

E���&'F (c − R, c + R),	�C∞(a, b) ⊂ (c − R, c + R).(G-DH����

[a, b]+�
()I� .)

J�*C����K����� (analytic functions.)�

ex, sin x, cos x, ln x���/+�� ., f(x) = e−1/x2
Lx �= 0 , f(0) = 0��� .(3�

p.227� 5.)

������—�������������������������� !

/M�NO�-L
P.I .!�A+�� ,P.I	Q�.�RS�	 .TU�?
VW?�X���P.I
?��YZ[ .���3\
]M�NO�./�^
U .�01_2��,CM�NO��/>W34 ..�3�MN ,2.�A���
K/CMN .�01`a�
�45�6MN���P.I�7� .

"1 �/3�M�NO� y′ + f(x)y = g(x).

� b8'�>@����,=��CI� (#�PICc )��5�6NO�

dK

(e
∫

f(x)dxy)′ = g(x)e
∫

f(x)dx.
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�� ,������� ,�

e
∫

f(x)dx · y =

∫
g(x)e

∫
f(x)dxdx

∴ y = e−
∫

f(x)dx[

∫
g(x)e

∫
f(x)dx + C]

�	
���
����� .

�� ��������	���
���� .

� :�������� ,�������	�� ,�
��������	 ,��
�
������
��� ,	������������� �! .

�2 (������� ) �
�� y′′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1�� .

� "�#��$����%&'�!�� (() �!*� )��������

+
 (��	, y′)
y′y′′ + yy′) = (y′2 + y2)′ = 0

�� ,������� ,� y′2 + y2 = C,- y(0) = 0. y′(0) = 1�C = 1.

∴ y′ =
√

1 − y2

/����� sin−1 y + C1 = x�0/- y(0) = 0�C1 = 0.�1 y = sin x
���


����� .

�� ����������	���
������ .

�� ��0 ,���	, y′23� ,456#7� ?
� ,�8�)���9�� .
�������� (
�:'�,����; )
 y =

∑∞
n=0 anxn,()�����


��� ,�
∞∑

n=2

n(n − 1)anxn−2 +
∞∑

n=0

anxn = 0

-��������� an = an−2

n(n−1)
, n = 2, 3, · · · .<� ,- y′(0) = 1, y(0) = 0�

a0 = 0, a1 = 1,/-������ ,��=� a2 = 0, a3 = a1

3(3−1)
= 1

3!
, · · · , a2n =

0, a2n+1 = 1
(2n+1)!

, n ∈ N.��� ��!>�����	��	 sin x�����

; ,?���" .
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�3 � ln 1.2������������ .

� ���	
���� ,�����
�
 .�	�
���� .	�����
Taylor��


ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
+ · · · + (−1)n xn

n
+ · · · ,−1 ≤ x < 1.

�� ,�x = 0.2���

ln 1.2 = [.2 − (.2)2

2
+

(.2)3

3
+

(.2)4

4
− (.2)5

5
≈ 0.1832

� :������ ln 1+x
1−x

= 2(x + x3

3
+ x5

5
+ · · ·)��x = 1

11
����� ln 1.2 = .1832,�

������ (����� !),����� .

� 4 (��
������ )���
 !
∫ 0.4

0

√
1 + x4dx����������

� .

� �����"#�� ,�	�
���� .	���� (Taylor���$ )


√
1 + x4 = (1 + x4)1/2 = 1 +

1

2
x4 − 1

8
x8 +

1

16
x12 − 5

128
x16 + · · · .

�� ,��
����� !%�∫ 0.4

0

√
1 + x4dx = [x +

x5

10
− x9

72
+

x13

208
+ · · ·]0.4

0 ≈ 0.40102.

� :��
�� &'�!�"(#)� ,*$) ������'!��� ,	+
�,���
 .

7.7 ����

�-%./+��0&'(1% ,2))��3)) c�	
 (c − R, c + R)4 ,5�

6!7 ,8*9:. :

f(x) = f(c) +
∞∑

k=1

f (k)(c)

k!
(x − c)k,∀x ∈ (c − R, c + R),



7.8. ��� 237

����� limn→∞ f (n+1)(c̄) = 0,��c̄ ∈ (c − R, c + R).

������	
�����
���� ,���	
� (locally)����	
�

���
 ,���
���
���
�� ,���� .
i)��
 (representative):� C∞−�	
�!�
��� .����	
"�#�

�������$�" .���" ( limn→∞ f (n+1)(c̄) = 0)% ,��&'�	
(!

�)�
���� .

ii)����
 (higher order means):� f(x) − ∑n
k=0

f (k)(c)
k!

(x − c)k" c����� ,�

����* (fn+1(c̄)
(n+1)!

)�+� .

iii) n,!�
��
 (nth−approximation):�f(x)"��c��� (c−R, c+R)� ,�

�-�% ,�

f(x) ≈ f(c) +
n∑

k=1

f (k)(c)

k!
(x − c)k,∀x ∈ (c − R, c + R),

7.8 ���

1.�.�/���
�����0�� 1 .
a)

∑∞
n=1

(3x−2)n

n

b)
∑∞

n=0
nxn

4n(n2+1)

c)
∑∞

n=1
(4x−5)2n+1

n3/2

2.�.���/	
���
 ,2.��� 1 .3�4�.���
%56�7n
� .
a) 1

1+3x
b) x

1−2x
c) 3

1−x3

3.�.�/���
��!8 .
a)

∑∞
n=1

(3x+1)n

n2n b)
∑∞

n=1(−1)n (2x−3)n

4n
√

n

4.� p > 1,�.�
�* .

1 + 1
2p + 1

3p + 1
4p + · · ·

1 − 1
2p + 1

3p − 1
4p + · · · .
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5.�����

+
x

2!
+

x2

4!
+

x3

6!
+ · · · = 0

�� .(�� :	x ≥ 0
x < 0��� .)

6.��
∑∞

n=0 anxn = 0,∀x ∈ (−R, R), R > o ⇒ an = 0∀n ∈ N ∪ {0}.

7.�� :����
∑∞

n=0 anxn · ∑∞
n=0 bnxn = 0,�

∑∞
n=0 anxn = 0�

∑∞
n=0 bnxn = 0

8. a)� fn(x) = 2x + 1
n
,�� limn→∞ fn(x).

b)�

fn(x) =

{
0 
x < 1/n�

1 
x ≥ 1/n�

�� limn→∞ fn(x).

9.�f0(x)��� [0,a],��fn(x) =
∫ x

0
f[n−1](t)dt.��fn(x)�	
��0
0 ≤ x ≤ a

� .

10.������
∑∞

n=1
xn

n2(1+xn)
.��

(a)
x ≥ 0��
���	
� ;

(b)
 |x| ≤ a� ,�� 0 < a < 1,�
���	
� ;

(c)
 b ≤ x� ,��−1 < b,�
���	
� ;

(d)
x ≤ −c� ,�� c > 1�
���	
� .

11.������	
�� ?
a) x1/n

b) (sin x)n

c) (sin x)1/n

d) nxe−nx

12.�������	
�� ?
a)

∑∞
n=1

n
n+1

xn

b)
∑∞

n=0 cos nx/n2

c)
∑∞

n=0 e−nx

d)
∑∞

n=1
1

n2+x2
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13.�� f(x) = limn→∞(1−x2

1+x2 )
n���� ,�� f(x)����	� ?

14.� f(x) = 1 +
∑∞

n=1 xn/n,�� limx→0 f(x)��
��
������ ?

15.�	�	
	
∑∞

n=1(−1)n/(n + x2)����	���� ,������ .

16.���	� {fn(x)}{gn(x)}�� [a, b]����� ,�	���
�������

��� .

17.�	 :� {f ′
n(x)}����� f ′(x), x ∈ [a, b],� fn(x)������ f(x), x ∈ [a, b].

������ .(����� .)

18.�� ��	�Maclaurin
	 .
a) ln |1−x

1+x
| b) 1

1+x+x2 c) sin2 x

19.!
Maclaurin
	� sin 3o���"��	#�� .

20. a)�� 1
4√1+x

��
	 .

b)!
a),� 1
4√1.1
���"��	#�� .

21.� g(x) =
∑∞

n=0

(
p
n

)
xn.

a)�$%&�
		�

g′(x) =
pg(x)

1 + x
, |x| < 1.

b)�h(x) = (1 + x)−pg(x).�	h′(x) = 0

c)�' g(x) = (1 + x)p.

22.!
�
	�%(� ���%���")���	*#+�� .
a)

∫ 1

0
cos x2dx b)

∫ 0.5

0
sin

√
tdt

23.. a)���	 d
dx

( ex−1
x

)��
	 .

b)�	

1 =
∞∑

n=1

n

(n + 1)!
.

24.!
Taylor
	���%
∫ 0.4

0

√
1 + x7�"��	*+� .
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25.������ c = 0��Taylor��
a) x

x2−3x+2
b)

∫ x

0
et

1+t
dt

c)
∫ x

0
tan−1 t

t
dt d)

∫ x

0
et2−1

t2
dt

26.������	� (�
�������� ).
a) 1

2!
+ x

3!
+ x2

4!
+ · · ·

b) 2x + 4x2

2
+ 8x3

3
+ 16x4

4
+ · · ·

c)
∑∞

n=1 n(n + 1)xn

27.
����������	��� 3��� .
a) tan−1(ex − 1) b) eex−1

28.���
∑∞

n=1
(−1)n

2n+1
1
3n	� .

29.
��������	�� .
a)

∫
x cos x3dx b)

∫
ex−1

x
dx c)

∫
tan−1 x2dx

30.
�	��������	��
����� .
a)

∫ 0.1

0
dx√
1+x3 (|error| < 10−8)

b)
∫ 0.5

0
x2e−x2

dx (|error| < 0.001)

7.9 �������

1. a) |3x − 2| < 1,�1/3 < x < 1
�x = 1/3���
����� (�������

�� ).������ [1/3, 1)!���� (1 − 1/3)/2 = 1/3.

b)���� 4;���� [−4, 4)

c)���� 1/4;���� [1, 3/2]

2. a)
∑∞

n=0(−3x)n;���� (−1/3, 1/3)

b)x
∑∞

n=0 x(2x)n =
∑

n=0 2nxn+1;���� (−1/2, 1/2)

c)
∑∞

n=0 3(x3)n =
∑∞

n=0 3x3n;���� (−1, 1).

3. a) a) [−1, 1/3), | (3x+1)
2

| < 1 ⇔ −1 < x < 1/3;"x = −1# ,
��� �����

��
∑∞

n=1(−1)n 1
n

; [−1, 1/3)
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b) [−1/2, 7/2), | (2x−31)
4

| < 1 ⇔ −1/2 < x < 7/2;�x = −1/2� ,���������

���
∑∞

n=1(−1)n 1√
n
;(−1, 7/2].

4.����K,��	��
�K = 1 + 2
2p K.�
��K = 2p

2p−2
.(�� p > 1���

�����	���� (��
�� 0)).

5.�x ≥ 0���������	� (�
���� .)�x < 0� ,� cos�����

 !��������" cos i
√

x = 0.�
�x = −(nπ ± (π/2))2, n ∈ Z.

6.� f(x) =
∑∞

n=0 anxn,�� f (n)(0) = 0����#�	� .

7.�	����$�� .

8. a) limn→∞ fn(x) = 2x.
b) limn→∞ fn(x) = 0.

9.��%� |fn(x)| = | ∫ x

0
fn−1(t)dt| = · · · = | ∫ x

0
· · · ∫ x

0
f0(t)dt| ≤ M xn−1

(n−1)!
≤ an−1

(n−1)!
→

0,�n → ∞� .���&%� |f0(x)| ≤ M(� f0(x)' [0, a](�� .)

10. a)�x ≥ 0� ,�������� (���
∑∞

n=1
1
n2��� | xn

n2(1+xn)
| ≤ 1

n2 .)

b) c) d)�� a))� .

11. a) No ('x = 0*����� )

b) No ('x = π/2*����� )

c) No ('x = 0*����� )

d) No ('x = 0*����� )

12. a) No ('x = 1*����� )

b) Yes (���
∑∞

n=1
1
n2��� | cos nx

n2 | ≤ 1
n2 .)

c) No ('x = 0*����� )

d) Yes (���
∑∞

n=1
1
n2��� | 1

n2+x2 | ≤ 1
n2 .)

13.� x �= 0� ,� 1 − x2 < 1 + x2,+� 1−x2

1+x2 < 1.�, limn→∞(1−x2

1+x2 )
n = 0�
�

f(x) = 0,∀x �= 0.��x = 0� ,$� f(x) = 1.+� f(x)�-���R,� f(x)'x = 0

*��� .

14. limx→0 f(x) = 1 +
∑∞

n=1 limx→0
x
n

= 1 + 0 = 1.��.���/0���� .
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15.���
∑∞

n=1(−1)n��� | (−1)n

n+x2 | ≤ 1
n
.����������� .

16.� fn(x), gn(x)�	
���� f(x), g(x).������ ε,

|(fn ± gn)(x) − (f ± g)(x)| ≤ |fn(x) − f(x)| + |gn(x) − g(x)| < ε,

���
x��� ,�n�	�� .�� ,������ ε,

|(fn · gn)(x) − (f · g)(x)| ≤ |fn(x) − f(x)||gn(x)| + |f(x)||gn(x) − g(x)| < ε,

���
x��� ,�n�	�� .(
� gn(x), f(x)��������� .)

17.�� fn(x) = fn(x0) + (x − x0)f
′
n(x)(��� !�"�#$� )�%�&� fn(x)


��� (
�'( fn(x0)��

� )

��) fn(x) = xn/n� (−1, 1)�
��� ,� f ′
n(x) = xn−1� (−1, 1)��
��� .

18. a) ln |1−x
1+x

| = ln |1 − x| − ln |1 + x| = −2(
∑∞

n=1
x2n−1

2n−1
), |x| < 1.

b) 1
1+x+x2 = 1−x

1−x3 = (1 − x)
∑∞

n=0(x
3)n =

∑∞
n=0(x

3 − x3n+1), |x3| < 1.

c) sin2 x = 1+cos 2x
2

= 1
2
− 1

2

∑∞
n=0(−1)n x2n

(2n)!
=

∑∞
n=1(−1)n−1 x2n

(2n)!
, x ∈ R.

19. 3o = 3π
180

= π
60

, ∴ sin 3o = sin(π/60) =
∑∞

n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)!
|x=π/60 ≈ 0.05236.

20. a) 1
4√1+x

= (1 + x)−1/4 =
∑∞

n=0

(−1/4
n

)
xn = 1 + (−1/4)x +

−−1
4

−5
4

2!
x2 +

−1
4

−5
4

−9
4

3!
x3 + · · · .

b)*���x = 0.1�
# . 1
4√1.1

= 1 − 1
4
(0.1) + 5

32
(0.1)2 − 45

6(43)
(0.1)3 + · · ·

= 1 − 0.025 + 0.0017 ≈ 0.0767.

21. a) (1+x)g′(x) = (1+x)
∑∞

n=0

(
p
n

)
nxn−1 = p

∑∞
n=1

(
p−1
n−1

)
xn−1(1+x) = p

∑∞
n=0(

(
p−1
n

)
+(

p−1
n−1

)
)xn

= p
∑∞

n=0

(
p
n

)
xn = pg(x)

b) h′(x) = −p(1 + x)−p−1g(x) + (1 + x)−pg′(x) = −p(1 + x)−p−1g(x) + (1 + x)−p pg(x)
1+x

= 0

c)� g(0) = 1,+h(0) = 1% b)� g(x) = (1 + x)p.

22. a)
∫ 1

0
cos x2dx =

∫ 1

0

∑∞
n=0(−1)n (x2)2n

(2n)!
dx =

∫ 1

0
(1 − x4

2!
+ x8

4!
x13

13(6!)
+ · · ·)dx

= x − x5

5(2!)
+ x9

9(4!)+··· |10 = 1 − 1
10

− 1
13(6!)

≈ 0.9045.

b)
∫ 0.5

0
sin

√
tdt =

∫ 0.5

0

∑∞
n=0(−1)n (

√
t)2n+1

(2n+1)!
dt =

∑∞
n=0(−1)n t(2n+3)/2

((2n+3)/2)(2n+3!)
|0.5
0

= (0.5)3/2

(3/2)
− (0.5)5/2

(5/2)3!
+ (0.5)7/2

(7/2)5!
+ · · · ≈ 0.6237.
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23. a) d
dx

( ex−1
x

) = d
dx

∑∞
n=1

xn−1

n!
=

∑∞
n=2

(n−1)xn−2

n!
.

b)� a)� d
dx

ex−1
x

=
∑∞

n=2
(n−1)xn−2

n!
,� xex−ex+1

x2 |x=1 =
∑∞

n=2
(n−1)xn−2

n!
|x=1������

���� .(����n + 1��n.)

24.
√

1 + x7 = (1 + x7)1/2 =
∑∞

n=0

(
1/2
n

)
(x7)n.

∴
∫ 0.4

0

√
1 + x7dx =

∫ 0.4

0

∑∞
n=0

(
1/2
n

)
x7ndx =

∑∞
n=0

(
1/2
n

)
x7n+1

7n+1
|0.4
0

= 1 + 1
2

(0.4)8

8
+ (1/2)(−1/2)

2!
(0.4)15

15
+ · · · ≈ 1.0004.

25. a) x
x2−3x+2

= −4x
1−(2x−3)2

= (−4x)
∑∞

n=0[(2x − 3)2]n, |2x − 3| < 1.

b)
∫ x

0
et

1+t
dt =

∫ x

0
(
∑∞

n=0
tn

n!
)(

∑∞
n=0(−1)ntn)dt =

∫ x

0

∑∞
n=0(

∑n
k=0(

(−1)n−k

k!
)tn)dt

=
∑∞

n=0(
∑n

k=0
(−1)n−k

k!
)xn+1

n+1
, |x| < 1.

c)
∫ x

0
tan−1 t

t
dt =

∫ x

0

∑∞
n=0(−1)n t2n+1

2n+1

t
dt =

∫ x

0

∑∞
n=0(−1)n t2n

2n+1
dt

=
∑∞

n=0(−1)n t2n+1

(2n+1)2
|x0 =

∑∞
0 (−1)n x2n+1

(2n+1)2
, |x| < 1.

d)
∫ x

0
et2−1

t2
dt =

∫ x

0

∑∞
n=0(t2)n/n!

t2
dt

=
∫ x

0
1 + t2

2!
+ t4

3!
+ · · ·dt = x + x3

3(2!)
+ x5

5(3!)
+ · · · .

26. a) ex−1−x
x2

b) ln |1 − 2x|
c) x−x2

(1−x)2

27. a) tan−1(ex − 1) = tan−1(
∑∞

n=0
xn

n!
) =

∑∞
k=0(−1)k (

∑∞
n=0

xn

n!
)2k+1

2k+1
= · · · .

b) eex−1 =
∑∞

n=0
(ex−1)n

n!
=

∑∞
n=0

(
∑∞

k=1
xk

k!
)n

n!
= · · · .

28. ∵ tan−1 x =
∑∞

n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)
,���x = 1/

√
3�����=

√
3π
6

.

29. a)
∫

x cos x3dx =
∫

x
∑∞

n=0 x(−1)n (x3)2n

(2n)!
dx =

∑∞
n=0(−1)n x6n+2

(6n+2)(2n)!
+ C.

b)
∫

ex−1
x

dx =
∫ ∑∞

n=1
xn−1

n!
dx =

∑∞
n=1

xn

nn!
+ C.

c)
∫

tan−1 x2dx =
∫ ∑∞

n=0(−1)n (x2)2n+1

2n+1
dx =

∑∞
n=0(−1)n x4n+3

(4n+3)(2n+1)
+ C.

30.a) (1 + x3)−1/2 = 1 − 1
2
x3 + 8

3
x6 − 5

16
x9 + · · ·.�� (0.1)9 < (10)−8��

∫ 0.1

0
dx√
1+x3 =

x − 1
2

x4

4
+ 3

8
x7

7
|x=0.1 = 0.090005.

b) x2e−x2
= x2 − x4 + x6/2 − x8/6 + · · · .�� (0.5)10 < 0.001,�����	
� ,�

0.196.



244 ��� �����	
��



