
���

���—-��	
��
����

��

6.1����

6.2����� (Definite Integrals)

6.3��	���—-�
� (������
 )����	�������
���

6.4������ ,������� ?

—-
������� (�������
���� )�������� (homogeneity)

6.5����—-�����������Reimann-Stieltjes��

6.6����—-��� !"������#�

6.7�$�%&�

6.1 ����

��'�(��� f(x))*+�,- limn→∞
∑n

k=1 f(x∗
k)Δxk,. f(x)/�0 [a, b]1

)2������,-!��/�3� ,�."�)����� (Definite Integral)!

��/�3� .

���
&45"��� (Homogeneous Sum),-—-"� ’��6��� ’,7/"

�8 �9�: (Up to a constant factor).(�;p.196.)

	����
!5"��#�"# ,$<����,-=%> ’&# ’�� .(�;

p.195.)�#� !��')(� ’� ’?6%) ’&# ’�� .
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6.2 �����

������—-������

��� (The Riemann Sum)���

Let f be a real function defined on a closed interval [a, b]. For any partition P =
{x0, x1, · · · , xn} of [a, b],let the numbers ck be chosen arbitrarily in the subintervals
[xk−1, xk].

If there exists a number I such that

lim
‖P‖→0

n∑
k=1

f(ck)Δxk = I,

no matter how P and the c′ks are chosen,then f is integrable on [a, b] and I is the definite
integral of f over [a, b].

�� ,�f���	��
 [a, b]��
�� .� [a, b]�����P = {x0, x1, · · · , xn},�
ck����
 [xk−1, xk]����
� .

���� I�	�

lim
‖P‖→0

n∑
k=1

f(ck)Δxk = I

��P� ck�	�� ,
 f��	 [a, b]������� ,� I��� f	 [a, b]���

�� .

������ ,������� .

i)
	��� ?(x0 = a, xn = b). ‖P‖���P�� ��
� ,� ‖P‖ → 0���!

� (finer)�� . Δxk���
 [xk−1, xk]�� .

ii) I"�#$% ,�&��
∫ b

a
f(x)dx�� ,(�	 ,
����' ,��� ).��� a, b

��� ,�(�������	
 (lower limit/upper limit).)(�f(x)��*���

���� (Integrand).+� ,dx��,�x��*��� .

iii)�#�-��� (��*� ). ,/�$���#����
 [a, b]����� ,�

P�0 [a, b]�n���
1 .
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iv)��� ,f�����	
���
�� ,����������	
� .�� ,�

����� lim‖P‖→0

∑n
k=1 f(ck)Δxk = I���� .�������
������

� (Integrability)��


v)
�
�
∫ b

a
f(x)dx�
��� ,����� a, b� f� ,��x� (!x�"�

#
 (dummying variable)).!
∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(t)dt =

∫ b

a
f(u)du.$%��&�

∫ a

a

f(x)dx = 0;

∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

vi)�
∑n

k=1 f(ck)Δxk�"���(Riemann sum),"�'�(
)�Georg F. Bernhard

Riemann�*+�����,� ,�����-��.��� (���/ )��"�

�01 (Riemann Integral).�������.2�� ?��3���
∑n

k=1 f(ck)Δxk

�,��45��
∑n

k=1 f(a + k(b − a)/n)(b − a)/n��� ,6��78 ,�49��

: (b − a) 1
n

∑n
k=1(f(a + 1(b − a)/n) + f(a + 2(b − a)/n) + · · · + f(a + n(b − a)/n)),%

�7�;� ,����	�
 f(x)��< [a, b]3�=>�?	� (b − a)."� ,@A

.��������"�
��< [a, b]�����	 ,�
∫ b

a
1dx = b − a,

∫ b

a
xdx =

(b − a)(b + a)/2.���B�
)3"C

�DE ,F�
G��H���I ’�J

�K ’�L .

vii)�01� MNO: :!"���#$�%��<=>�	3-�	P�!4?

,���; .�Q3&�#'NO ,R8$
 ,�ST .

a)�01�(�NO :)U�C�* y = f(x)S+ aI b�X,��:�
-�0 (

7�� [a, b]3. f(x) ≥ 0VNO );

b)�01��W3NO :)U�X����0 (integrate):"!�� ,��� f ′(t)Δt

�%�� f ′(t)	��</<Δt�;�X�� ;
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c)���������	 :�
���
����� (� )�
 ,��� f ′(x)Δx��

���
 (marginal cost) f ′(x)������Δx�����
 (�� ).

�1 � y = f(x) = 2x + 1,�����
∫ 3

0
f(x)dx.

� ����

�Δx = (3 − 0)/n, ck = k(3 − 0)/n,�

∫ 3

0

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

(2(3k/n) + 1)3/n

= lim
n→∞

3

n

n∑
k=1

(6
k

n
+ 1)

= lim
n→∞

3/n(3(n + 1) + n) = 12

� :�
	
������
���
������ ( ���!��� )��� .

�2 � y = f(x) = x2,�����
∫ 1

0
f(x)dx.

� ����

�Δx = (1 − 0)/n, ck = k(1 − 0)/n,�

∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

((k/n)2)1/n
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= lim
n→∞

1/n3

n∑
k=1

(k2)

= lim
n→∞

(1/n2)((n + 1)(2n + 1)/6) = 1/3

�3 � y = f(x) =
√

x,�����
∫ 1

0
f(x)dx.

� ����

	Δx = (1 − 0)/n, ck = k(1 − 0)/n,�∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

√
k/n(1/n)

= lim
n→∞

1/n3/2

n∑
k=1

(
√

1 +
√

2 + · · · + √
n)

= lim
n→∞

1/n3/2(?) =?

�
 (?)�� .(����
��������� .)

������	
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� f, g���� [a, b]������	 ,����
��
�� :

i)��� (Linerity)

∫ b

a

(αf ± βg)(x)dx = α

∫ b

a

f(x)dx ± β

∫ b

a

g(x)dx

��α, β ∈ R,��x�� .

ii)��� (Additivity)

∫ b

a

f(x)dx +

∫ c

b

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx

�����
����
�� .

iii)��� (domination):� [a, b]�, f � g�����⇒
∫ b

a

f(x)dx �
∫ b

a

g(x)dx

�	
 ,�����	��������
���� ;���������	
��
�� .��
�������������� . �	
����
!"#����
�����$ .

6.3 ������?

�%���
∫ b

a
f(x)dx = limn→∞

∑n
i=1 f(x∗

i )Δxi
�&'( ,��)� .

1o���� (antiderivatives)�

*+*�,%�����-
�
��.�/0 ?
�
1234�'( ?��5
6789:������;�<� .�*	
�* ,=
!�>����	��?6
+& .�@ ,A�� B�<C#���
D .+E ,=)F0G+4H .

����	
� (The Fundamental Theorem of Calculus)—-��FTC

If f is continuous on [a, b],then
i) the function

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

has a derivative at every point x in [a, b],and

dF

dx
=

d

dx

∫ x

a

f(t)dt = f(x).
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That is,F (x)is an antiderivative(�� ) of fon [a, b].
ii) ∫ b

a

f(t)dt = G(b) − G(a),

where G is any antiderivative of fon[a, b].

�� ,� f� [a, b]��� ,�

i)���	
���
�

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

�� [a, b]����	� ,�	���

dF

dx
=

d

dx

∫ x

a

f(t)dt = f(x).

ii)��	 : ∫ b

a

f(t)dt = G(b) − G(a),

	�G� f� [a, b]���
��
� (antiderivative).

� :���	����
��
����	 (��
�� )������ ,����

�	������ !�	"������#$ .%&�'�(���� .)�*�
+���
��, ,
-��.��	/012�34��	 .

����

i)�5�����6� :

dF

dx
= lim

Δx→0

∫ x+Δx

a
f(t)dt − ∫ x

a
f(t)dt

Δx

= lim
Δx→0

∫ x+Δx

x
f(t)dt

Δx

= lim
Δx→0

f(x)Δx

Δx
= f(x)∀x ∈ [a, b]

� 1:
∫ x+Δx

x
f(t)dt��5�� f(x)��	
���	 ,���	�7��� . (%&�

8 ,���� f(x)���!9�,�� .)

� 2:: f(x)�"; [a, b]���	� ,#
 f(x)$�"; [a, b]��%	";���

	 .��
∫ x

a
f(t)dt�<�� (well-defined),∀x ∈ [a, b].
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ii)� i)� ,F � f���� ,��G(x) = F (x) + C(��	 p.132� 2),�
C���


� (integral constant).��F (a) = 0, F (b) =
∫ b

a
f(t)dt.��F (x) = G(x) − C���∫ b

a
f(t)dt = F (b) = G(b) − C = G(b) − G(a).	� .

���������
��� (
�FTC��� ),��������������

��� �!"
� ,�#$���
�% � ,���� .

&'�
��� ,�()�*�� :

1)���
%F (x)�+� [a, b]�%,�� ?-�.� f� [a, b]�%��,��/ .

F (x)0�'��x ∈ [a, b]�� ,1	F (a) =
∫ a

a
f(t)dt = 0, F (b) =

∫ b

a
f(t)dt.

2)2345F�
�6 [a, b]����%75 ?���*%��8'��9:���

;�9: .

3)<7,�%�� (differential),
∫ b

a
f ′(x)dx��=

∫ b

a
df .>�

����?���

f(b) − f(a).�����,����%�� (�� )@�A,� (primitive function),�

BC,���� .

4)���
��� ii)�D�	E :

lim
|Δxk|→0
n→∞

n∑
k=0

f(ck)Δxk = lim
|Δx|→0
n→∞

n∑
k=0

F (xk + Δxk) − F (xk)

Δxk

Δxk

= lim
|Δx|→0
n→∞

n∑
k=0

[F (xk + Δxk) − F (xk)] = F (b) − F (a).

�
�F% G���H'�!1��" ,/I�(J#!� (x0 = a, xn = b)8

'�,�K�$ ,1��%L&�,� f(x)8'���6 [a, b]����" .M��

( ,!�>N9:B�8'%���
��� ii).

(5)�
��� ii)��
∫ h(x)

g(x)
f(t)dt = G(g(x)) − G(h(x)).

(6)���
���%�(OP :f(b) − f(a) =
∑

(f ′(xi)Δxi)G����OP�QR

f ′(xi)Δxi�9:" ,1���OP�8)�*J+R,�$ .MST8U .
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(7)���������� (f(b) − f(a) = lim
∑

df =
∫ b

a
f ′(x)dx.)�����	��


� ,����������
 ?����������������	���
� ?����f(xi)− f(xi−1)	��������f ′(ci)(xi − xi−1),��������

��
 ?���������� ’�� ’(!"#$% )?�& ,�"$%�
'�(

������ ’�� ’,���") (x − c)*�+,$%!�- ..�"	$%�

�/0 1�2�32
4 .(567p.194.)

�� :�������

��8��9*:�!4;�<��+�����
= ,������(Archimedean)


>?@�����A28���	
B����� ,C��� y = x2DE x�+9
x = 1F	���� .(=p.154� 2).�G�� y =

√
xDE x�+9x = 1F	���

� ,�����
"�
� .�;��*�H1'%�IJ ,KL�@��
' ,F
+��2M"��� .C&���4 !N�O ,P��*" ,Q��'%9�8#
�R@�?S ,T*UQ�4F$�����V�� ,%��4�:�����&
' .(�@�# ,�)8����Q��@ ,���IJ����IJ�!N�O .W
*����#? .����+X�Q�,�
-.����*"%/0 .Y/�1!
�������Z0� ,�![2\4'%�IJ9�3 ,]��/ .
4)14����V�� ,���E���^�568"
 ,��� (Calculus)%7

"8X �_` ,!a9�Fbc�_ .
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�1 ���������	
��
 .
a)

∫ x

−π
costdt b)

∫ x

0
1

1+t2
dt

�

a) d
dx

∫ x

−π
cos tdt = cosx 
FTC i)� ,� f(t) = cos t� .

b)
∫ x

0
1

1+t2
dt = 1

1+x2 
FTC i)� ,� f(t) = 1
1+t2
� .

�2 ���������	
��
 .

a)
∫ 2x

0
cos tdt b)

∫ √
x+2

0
cos t2dt

� a)
���� ii)�
∫ 2x

0
cos tdt = sin(2x) − 1.� d

dx

∫ 2x

0
cos tdt = cos(2x)2 − 0.� :

d

dx

∫ 2x

0

cos t dt =
d

dx
[sin t |2x

0 ] = 2 cos 2x.

� :�������������	
��� ,���
�	
 ,���b)� .
b)

d

dx

∫ √
x+2

0

cos t2dt =
d

du

∫ u

0

cos t2dt
du

dx
��u =

√
x + 2


��
�FTC i)�

= (cos u2)
1

2
√

x + 2

= cos(x + 2) · 1√
x + 2

.

.

� ���!"#��$ ,�%&�$ (Differentiations).�'(�)*� �+��

,� .-./� ,0
1�234 :*�0��	
5���6�7�	
� ’8 ’	

 (primitive function),9%��	
���	
 ?

���	
5�� ,:%�+��
5��	 .#�#;�,	
���<����
� ?�� ,��� ?=7���	
��� ,���(�,	
>5�?��
7)
�	
@5A .�
BC������	
 ,(�D,	
5�� ,ECF�5� .G
 ,�
:	
�!:
"�?HI ,�6����J�KLM5� .N@)
�,
	
(?�	
�	
O (�7�&�	
 ),"�4,	
(?���	
##�

� ?=7������	��� ,PQ	����	
�����	
 (���,
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� ),���� ,���������	��
������� .�	�������

��� ’
 ’
��� ,��
��� .
�� f(x)	�� ,�D−1

x f(x)�
∫

f(x)dx�� .������� ,������ ,��

������� .��	 f(x)�������� (Integrand).f(x)������ f(x)

����� (Indefinite Integrals)(�� ’�� ’	
����C�� .)

�1 �� f(x) = 1√
1−x2��� .

� ��� ,������� ,

(?)′ =
1√

1 − x2
.

��� ?����	�
� ?�
��������� .����������	
2(p.169).


 :��
�������� .���
 ,����	 .�����
� ,����

� !�
� ,"����
����
�����
� ,��	 .#$����%
&'��%( .)	%�*��+ ’,-�� ’. .(
�"/0 6.3� .)

�2 �� f(x) = 1√
1+x3%�� .

� f(x) = 1√
1+x3%��1D−1

x
1√

1+t3
,�

∫ √
1 + x3dx.


 :�2����3��14��5��� ,�6������ .� 
� 1√
1+x3��

7�89�
�!:;"2
 ,<#
�9x > 0=$%& ,�'> �
��$�
(4?8@�
�;"2
��� ,&'*)'�2%
�"% .A* ,B
=��
��+�,-+ ,C4:�,-D� .

�3 �&,% f%E- ,�FE ,�.���F%!GE- .

H :a) F�/(�0 ?/(�1 ?
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b) F������ ?����� ?

c) x���� ,F���� ?

d)�F (0) = 1,��F��� .

e) f	�
���	 ?

� a)�
�
 ,�x > 0, f(x) > 0,��F (x)��� (0,∞)��
 .(�F ′(x) = f(x).)

b) F��� (0, 1)� (3,∞)���� ;��� (1, 3)���� .(�F ′′(x) = f ′(x) > 0�

x ∈ (0, 1)� (3,∞)� .

c)�b)��������x = 1�x = 3����F������� .

d)���� a),b),c)��F��� ��
�!" .

e)� (F (x) + C)′ = f ,�#C�$%�&� ,��F (x) + C'�$ f��
 ,( f��


��)�	 .

����� (Indefinite Integrals)���	
∫
xndx =

xn+1

n + 1
+ C, n 
= −1. �#n$*x�+�%�,�

∫
sin xdx = −cosx + C∫
cos xdx = sin x + C∫

tan xdx = − ln | cos x| + C
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∫
exdx = ex + C∫

1

x
dx = ln |x| + C, ��x 
= 0∫

ln xdx = x ln x − x + C

���������	
��
����� .���������
�� (�� 6.3

	 )���� .���
����� .(���
����� ! ,��"#��$%

&'
$ .)

�1 �

∫

dx
1−x2 = 1

2
ln |1+x

1−x
| + C

� ����#%&

(�)��$��
*& .

d

dx
{1

2
ln |1 + x

1 − x
| + C} =

1

2
[

1

1 + x
− −1

1 − x
] =

1

1 − x2

�
 .
� :+,-�"./ 1

1−x2��%)
1
2
ln |1+x

1−x
| + C� ?0�
12� !3	�4� ’�


�� ’� . (
�p.166� 3—-�

�$�
5 ).

�2 �

∫

sec xdx = ln | sec x + tan x| + C

� ����#%&

(�)��$��
*& .

d

dx
{ln | sec x + tan x| + C} =

sec x tan x + sec2 x

sec x + tan x
= sec x

�
 .
� :67��� ,+,-�"./ sec x��%) ln | sec x + tan x| + C� ?8�9:4

���(
 ?
; ,�<=>?@� .∫
sec xdx =

∫
1

cos x
dx =

∫
cos x

cos2 x
dx =

∫
d sin x

1 − sin2 x
=

∫
du

1 − u2

=
1

2
ln |1 + u

1 − u
| + C =

1

2
ln |1 + sin x

1 − sin x
| + C

=
1

2
ln |(1 + sin x)2

1 − sin2 x
| + C = ln |1 + sin x

cos x
| + C

= ln | sec x + tan x| + C
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���u = sin x�����1.����� ,	
������� ,
������ .�
� ,��������
�	�
��� ,��	���������� ?!����
� ,��
��� sec x�� 1

cos x
?��� �! cos x"#���$ .%� ,&'���

�( cos x?)�*�+� .�����,-� ,./"#��0�1�23 .��+
4�5��67	
89	���:�$ ,;<=��8>�� .
?@
��67%8/:� :∫

sec xdx =

∫
sec x(sec x + tan x)

sec x + tan x
dx(AB�B�C��(sec x + tan x))

=

∫
d(sec x + tan x)

sec x + tan x
= ln | sec x + tan x| + C.

DE	
���� .��F�:��
�G�—-H
��5�$� sec x2�I�
ln | sec x + tan x|2'���J��� ,	
��� �
� sec x2�I' ,���(

K� (sec x + tan x)?+�H
���L: ,��M-M
�5GN:2
��$ ,�

CO!"E#�4$�� .-M�DE���>P��%�
�Q8R=�S&
T ,

��UV�OW�XYZE���� .��)'[ ,
E
���%��(
\]�� ,
� �)� .

2o.��������	
��
��

^_`
*� :

i)a f� [−a, a]��+,-��bBO ,,
∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

ii)a f� [−a, a]��-,-��bBO ,,
∫ a

−a
f(x)dx = 0.

�1 ���,-�+-!�.G'�>bB .
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a)
∫ π/2

−π/2
sin x

1+cos x
dx b)

∫ 1

−1
(1 + x + x2 + x3)dx c)

∫ π/4

−π/4
(|x| sin5 x + |x|2 tan x)dx

� a)������������ ,�	 ii)

∫ π/2

−π/2
sin x

1+cos x
dx = 0.

b)������������� ,���
����� :
∫ 1

−1
(1 + x2) + (x + x3)dx,�

	 i)� ii)
= 2
∫ 1

0
(1 + x2)dx + 0 = 8/3.

c)������������ ,�	 ii)

∫ π/4

−π/4
(|x| sin5 x + |x|2 tan x)dx = 0.

3o.���� (Techniques of Integration)

—��	
��������������

��������

��������� ii)� ,����������	���������� !"

#$����%
 .���������&'�� ,�()"*+��������
,�-� .���������� ’�� ’�� ,./0�1����%
 .2�34
56 ,78�0��	�� .0
% ,�
9:0���!;�<�=��� .7>
�?@�"�A=B� .
C#��	
 ,��D4�E
� :

’���� ,���� ’.

��FG����$����%H�FG������$� ,�!�<�����
I
�& ('(�)��� ,J�#K* 1)L ,����
+,& ;�<�&L ,��

��-%�MN�O�� ,P10
���.���� .
Q/>� :

’�	
��
��
� ,��
�����
��
���� ’.

	#����+C0RS�$S���1�T�UV�� .(��B<2�� ,S;

�<�=��� .WJX�#������Y* )

�1 3�Z����
∫

sin 3x cos 4xdx.([
\�����* )

� ]B
��+,���^4 :∫
sin 3x cos 4xdx =

∫
1

2
[sin(3x + 4x) + sin(3x − 4x)]dx =

1

2
[− cos(

7x

7
) + cos x] + C.

5 :W6
 ,�<_+��7L ,�"��8� .
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�2 �������
∫

sin4 xdx.(������ )

� ��������	
 :∫
sin4 xdx =

∫
(
1 − cos 2x

2
)2dx

=
1

4

∫
[1 − 2 cos 2x + cos2 2x]dx

=
1

4

∫
[1 − 2 cos 2x +

1

2

1 + cos 4x

2
]dx

=
1

4
[
5

4
x − sin 2x +

1

8
sin 4x] + C

�3 �����
∫

6x2−3x+1
(4x+1)(x2+1)

dx(���	���—-���� ,
����� )

� ��������	�� ,��	
��������
��
��
 ,
��
��� .�������� ,�
������������	�� ? 
!�"�
	��#
�$%���	�
	�� ,
�&�'(�(	��
 .
i))�� ��	�*�+!�,!�	�� : 6x2−4x+1

(4x+1)(x2+1)
= 2

4x+1
+ x−1

x2+1
. (� ��

	���-����.
/ (4x + 1)0 (x2 + 1)1��!�	 23 .)

ii)���!����∫
6x2 − 3x + 1

(4x + 1)(x2 + 1)
dx =

∫
2

4x + 1
dx +

∫
x − 1

x2 + 1
dx

=
1

2

∫
4dx

4x + 1
+

1

2

∫
2xdx

x2 + 1
−

∫
dx

x2 + 1

=
1

2
ln |4x + 1| + 1

2
ln(x2 + 1) − tan−1 x + C.


� .!456�!(	� ,/789:; .

I.����� (Integration by Parts)

<� "�!�=�>�!��# ,?d(f · g)(x) = df(x) · g(x) + f(x)dg(x).@A	.

������
 ∫
d(f · g)(x) =

∫
df(x) · g(x) +

∫
f(x)dg(x)



6.3. ������ ? 169

������ ,�������	�
 :∫
g(x)df(x) = (f · g)(x) −

∫
f(x)dg(x).

� 1:������	�� (parts)�
��� ’�� ’��� ?���� f	����

� g	�� ,������	���� .��
��	����
 ,����	��
�� ,
��������� !		� ,"�������	#$ % .
� 2:������	 dg��&' g	(� ,)*+,-�	� g′(x)dx,)*��.


�
 .
�	�/	����� ,��	��
��01� ,�2,-��	�* ,+
�) �� ,� g′(x)
%���&'�
��� .�3!45���6789 .:

� ,�45������	 �Riemann-Stieltjes�� ,��;<	 dg�=��� .(

�>p.184)

�1 ?
@��
∫

ln xdx.

� A6����� :� f(x) = ln x, g(x) = x,��������
�∫
ln xdx = x ln x −

∫
xd(ln x) = x ln x −

∫
x

1

x
dx = x ln x − x + C.

� :�B��� f(x) = ln x, g(x) = x?"�C� % .-�D� ,!�
@��* ,


 2-2!"E	&' ,��'�����&' ln x�	2#F .G H�x ln x,�
;&'��'�) ln x,IJK)�"�$�% ,�L���?�	� ,
�&� ’

��� ’ x(ln x)′ = 1.�; ’
��� ’�+' 1,�M� .� 1����8
�NOM�

'P .(D�� ,����&'	��* ,)Q����� ,�����	�� ,+�
) ’����	*
 ,��+,R-� ’�� .

�2 ?
@��
∫

xexdx.

� A6����� :� f(x) = x, g(x) = ex,��������
�∫
xexdx = xex −

∫
exdx = xex − ex + C.

� :�S ,�-8�O-��� ,;
)QTU��'��� ,,.NT :I� ex = t
* ,/x = ln t, dx = 1

t
dt,/∫

xexdx =

∫
ln t · t1

t
dt =

∫
ln tdt.
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II.����� (Change of Variables)

����������������� ,	 (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x).
��
�

���	�

(f ◦ g)(x) + C =

∫
f ′(g(x)) · g′(x)dx.

�� ,������������������ .���	���
�� ,� f(g(x))

�� g(x) !"���u����� ,	
∫

f ′(g(x)) · g′(x)dx =
∫

f ′(u)du = f(u) + C =

f(g(x)) + C.��#u = g(x) ∴ du = g′(x)dx.

�1 ��$��
∫

x√
1+x2 dx. (%�
����&'( )

� � 1 + x2 = u,������)����&
∫

du
2
√

u
,��xdx = du/2.�*+���

���� ∫
x√

1 + x2
dx ==

∫
du

2
√

u
=

√
u + C =

√
1 + x2 + C.

� :	,���)�
��������� ,�%��-���������
��
�&'( ,.����/ ,012��3������ ,4��������� .5�
�������6�57 :�x = tan u,����$����&∫

tan u(sec2 udu)

sec u
=

∫
tan u sec udu =

∫
sin u

cos2 u
du =

1

cos u
+ C =

√
1 + x2 + C.

�2 ��$��
∫

1√
1−x2 dx. (%�
���-8��&'( )

� 9
:�6� ,
����;�� .5�1− x2 = u�u2���:� ,<����
!x�=>& du� .?��
� �!� ."@A�� .5�x = sin θ,���8�$
�����&

∫
cos θdθ
cos θ

=
∫

dθ,�&BC������ ,	 θ + C = sin−1 x + C.

� :DEFG�H#�����
∫

dx√
1−x2 = sin−1 x + C.$�:������� ,�5

%9,� sin θ?�I:&����������JK—L'M��-8��&'
( ,(�!)N�� .

�3 ��$��
∫

x
1+x2 dx. (%�
�&'( )

� ��
 1 + x2 = u,������� ∫
du/2

u
=

ln u

2
+ C =

ln(1 + x2)

2
+ C.
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�� (����������	 )�x = tan u,���
��� 1 + x2 = sec2 u,��

�
������∫
tan udu =

∫ −d cos u

cos u
= ln | sec u| + C =

1

2
ln(1 + x2) + C.

�4 �
���
∫

1
1+x2 dx. (������� )

� ��� 1 + x2 = u� ,���������x,�	���u���	 ,�
�

�	 .��x = tan θ��������∫

sec2 θdθ

sec2 θ
=

∫
dθ = θ + C = tan−1 x + C.

� :�
��������� ,�� tan−1 x�!�� 1
1+x2�"#�
 .

�5 ��
∫

dx
x
√

2x+4
(���$���%������ )

� �&	
�

	�'� ,� 2x + 4 = u2,�����(���∫
2du

u2 − 4
=

1

2
[

∫
du

u − 2
−

∫
du

u + 2
] =

1

2
[ln |u − 2| − ln |u + 2|] + C

��u)*��� ,� 1
2
ln

√
2x+4−2√
2x+4+2

+ C.

� :��+,$��-�-�.�� ’�(�# ’%�� .�/0�(��
����

� ,��12 ,���0�(��� ���(�������3 .
�4
56
5�� !%78�9 .:;"#$% ,+-<���&�=>?�� ,
'()2
�� ,�� ’��() ’%@A .

4o����� (Numerical Integrations)

�	����*�+(B�"����� ,��C;	�"�����,%D . -
���5���.EFD ,�	��/=�����!� ,�G��F0��.�
�� .
��H0I��H�/=��%�!B���� (Elementary Functions)0

J ,�B�	�CK��*��L/=��M1%��� .�D��	)�#�;
�2�NO%M� . M1%��.G�F0�&�35�D��	�� ,���
4%$P	 (Midpoint Method).�5 ,����%/6�D��Q	�R78�9	
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(trapezoidal rule)����� (parabolic or Simpson’s rule),����� .����	


�����
������������ ,�	
���
����n = 4, 5, 6��
�����	�
 .

I.��� (Midpoint Method)

���	��� ci���
���� [xi−1, xi]���
xi−1+xi

2
 �!"� .

� :
����#$
%!���&� ,'���( .

� �)#�������
∫ 1

0
1

1+x2 dx���� ,��n = 4 .

�
∫ 1

0
1

1+x2 dx ≈
1−0
4

( 1
1+(1/8)2

+ 1
1+(3/8)2

+ 1
1+(5/8)2

+ 1
1+(7/8)2

) = 1
4
(64

65
+ 64

73
+ 64

89
+ 64

113
) ≈ 0.7847.

II.��� (Trapezoidal Rule )

*�
���	��������
'������ (+,!����- ),�.�

�����	
�������	�/ .	�/�0' :∫ b

a

f(x)dx ≈
b − a

2n
[f(a) + 2f(a + Δx) + · · · + f(a + (n − 1)Δx) + f(b)]

��Δx = b−a
n

(1234 )
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� �����������
∫ 1

0
1

1+x2 dx���	 ,
�n = 4� .

� � f(x) = 1/(1 + x2), a = 0, b = 1,
n = 6.�x0 = 0, xk = k/6, k = 1, 2, · · · , 6.��
��

∫ 1

0

1

1 + x2
dx ≈

1 − 0

2 · 6 [f(0) + 2f(1/6) + 2f(2/6) + 2f(3/6) + 2f(4/6) + 2f(5/6) + f(1)]

≈ (0.82 + 0.162 + 0.15 + 0.133 + 0.115 + 0.098) ≈ 0.783.

���� ����
� n	������
� :f(k/n)(b − a)/n����
� :

[f(k/n) + f((k + 1)/n)]/2 · (b − a)/n�� .(��k = 0, 1, · · · , n − 1.)

III.���� (Parabolic Rule)

����Simpson’s Rule,����Simpson�� .������ ,��� [a, b]�
�

� ���! (�"#
���!������	�
�� .)$
����%��


�&'�(��� .���) :

∫ b

a

f(x)dx ≈
b − a

3n
[f(a) + 4f(a + Δx) + 2f(a + 2Δx) + 4f(a + 3Δx) + · · · + f(b)],

��Δx = b−a
n

.*� ,����+
∫ u+h

u−h
f(x)dx ≈

∫ u+h

u−h
(ax2 + bx + c)dx = h

3
[f(u − h) +

4f(u) + f(u + h)],��h = xi+1 − xi
{x0 = a, x1, · · · , xn = b})�, [a, b]��-��

� ..�/�(���$����� ,��$0
�12 ���!�	(3
�4
�� . (5678 )
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� ������������
∫ 1

0
1

1+x2 dx���	 ,
�n = 6� .

� � f(x) = 1/(1 + x2), a = 0, b = 1,
n = 6.�x0 = 0, xk = k/6, k = 1, 2, · · · , 6.��
��

∫ 1

0

1

1 + x2
dx ≈

1 − 0

3 · 6 [f(0) + 4f(1/6) + 2f(2/6) + 4f(3/6) + 2f(4/6) + 4f(5/6) + f(1)]

≈ (0.056 + 0.216 + 0.100 + 0.177 + 0.077 + 0.131) ≈ 0.785

� :��
∫ 1

0
1

1+x2 dx = tan−1 1 = π/4 = 0.785,��������	�����

�

� ,����n���� 4, 6
� .

���� ����
� 2n
����
������ :f(a + k/n)(b − a)/n�

 ���������
�!���"��� (�	#
�$��!��#�

� )%����� :[f((k − 1)/(2n)) + +4f(k/(2n)) + f((k + 1)/(2n))]/3 · (b − a)/2n(=∫ 2h

0
(px2 + qx + r)dx)&� .�'h = (b − a)/(2n), k = 1, 2, · · · , 2n − 1.,
 p, q, r��!

(−h, f(−h)), (0, f(0)), (h, f(h))
� .(()*+ )
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5o.������ :������ 7.5�

� �
∫ 0.4

0

√
1 + x4dx���������� .

� �
√

1 + x4������� ,	
����	���
� .
� (1 + x4)1/2 =

1 + 1
2
x4 +

1
2
( 1
2
−1)

2!
x8 + 1

16
x12 − 5

128
x16 + · · ·(���	� ),
�

∫ 0.4

0

√
1 + x4dx = [x +

x5

10
− x9

72
+

x13

208
+ · · ·] |0.4

0 ≈ 0.40102.

6.4 ������� ,�	�
��
?

1o.�������	 (The Integrability of Real Functions)


� � f� [a, b]���� ,��� [a, b]�������� .�� ,�������

��
��� .


��
 ����� ����!" f��#$%��$�� (&'()���

��� )
���!���*�+
,��-. (&'/()������ )0�,

1��2�#$%��$31�������*�0�� .(��45/678 ).

�1:��� ,f
� [a, b]�9�� ,�	
��: (denumerable points)�5�� ,�3

1�����5
�� .(��; <�� .)����=�!"�>? .
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�2:�����������	�
�����
������	�������
�� .	�����
��� ,�����
����� ?�����������
������������ ,���� ������	! .��!
��"���
��#������� �� .$ f(x)��x%��� ,�� ��&�
'���

	 (work).

�1 (
∫ 2

−1
|x|
x

dx.

� )�*+,��	���x = 0%-./ ,��0%��� ,�1*���.�
	&*���02 .�1 ,34�	�����5���	�� 1.∫ 2

−1

|x|
x

dx =

∫ 0

−1

(−1)dx +

∫ 2

0

(1)dx = −1 + 2 = 1.

�2 (
∫ 2

−1
max{2x − 1, 3 − 4x}dx.(max{a, b}�a, b6��7�)

� )�*+,��	���x = 2/3%-�8� ,��0%
��2 ,�1*��

�.�	&*���02 .�1 ,34�	�����5���	�� 20/9.∫ 2

−1

max{2x − 1, 3 − 4x}dx =

∫ 2/3

−1

(3 − 4x)dx +

∫ 2

2/3

(2x − 1)dx

= 2 − 8/9 + 3 − 2 = 19/9 + (4 − 2) − (4/9 − 2/3)

= 20/9.

�3 (
∫ 2

1
[x − 3]dx.(�6 [•]�9��� ,: [x] = n ⇔ n − 1 � x < n, n;�� )

� )�*+,��	���� ;

f(x) =

{
0, < 3/2 � x < 2�

−1, < 1 � x < 3/2�

� x = 3/2%-�8� ,��0%��� ,�1*���.�	&*���02 .�

1 ,34�	�����5���	�� 20/9.∫ 2

1

[2x − 3]dx =

∫ 3/2

1

(−1)dx +

∫ 2

3/2

(0)dx

= −3/2 + 1 = −1/2.
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�4 �
∫ 1

−2
x2−1
x+1

dx.

� ���������	
x = −1��
� ,�
����� ,������

��������� .�� ,�����������	��
� 1.∫ 1

−2

x2 − 1

x + 1
dx =

∫ −1

−2

(x − 1)dx +

∫ 1

−1

(x − 1)dx = −9/2.

� :��
���������—-�������� .(������������

�� ! .)

2o.���������	
��—-
�������

"#�	 f(x)
�$ [a, b]%��� ,�& [a, b]%��'x�
��
∫ x

a
f(t)dt�	(

f(x)��
��%)�
���	 .*+�,-�.�	 ,�/������ ,��

/0� .�#�1'
�#�	�234 ,5��'�.�������6 7 .�
�
���( [a, b].&-�.�	��'489:�����;�<� (=>
 ).

���� :"#�	 f(x)
�$ [a, b]%��� ,�.�	F (x) =
∫ x

a
f(t)dt?
 [a, b]

%�� .

� " c( [a, b]%@	� ,�

lim
x→c

|F (x)−F (c)| = lim
x→c

|
∫ x

a

f(t)dt−
∫ c

a

f(t)dt| = lim
x→c

|
∫ x

c

f(t)dt| ≤ lim
x→c

∫ x

c

|f(t)|dt = 0.

�A�
 ,� f(x)
 [a, b]%��� ,� |f(x)| 
B'�$%��� .�! .

� :%�"�����CD�E��#F
G� i)(H= p.156)�! ,��	�

	 f(x)
�$ [a, b]%$?�� .%�%)�
��.�	
∫ x

a
f(t)dt��< ,∀x ∈

[a, b], that is F ′(x) = f(x),∀x ∈ [a, b],�!&I>�D .

F ′(x) = lim
Δx→0

F (x + Δx) − F (x)

Δx
= lim

Δx→0

∫ x+Δx

a
f(t)dt − ∫ x

a
f(t)dt

Δx

= lim
Δx→0

∫ x+Δx

x
f(t)dt

Δx
= lim

Δx→0

f(x)Δx

Δx
= f(x).

�A�,
���J�'(
∫ x+Δx

x
f(t)dt = f(x)Δx,KΔxL)*M .(�N limΔx→0

∫ x+Δx

x
f(t)dt =

limΔx→0 f(x)Δx = 0,%O 0P+Q .ORSH=p.106’FT,� ’�C- .)
OS*+
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���� :�����	����
����� .
�����	�����
�
� ,������ f(x)�
� [a, b]��
�� .

3o.��������	 (The Mean Value Theorem for Definite Integrals)

If f is continuous on [a, b],then at some point cin [a, b],

f(c) =
1

b − a

∫ b

a

f(x)dx.

The value f(c)is called the average(mean)value offon[a, b].

�� ,� f� [a, b]��� ,�� [a, b]���� c������� f(c)��� f��


� [a, b]����� : 1
b−a

∫ b

a
f(x)dx.

� 1:��������� ��������� ,!�"�#��$�%����
& (��"��������� ).	'�(��� ,�#� c�)�
�*��
�

�%�
�& .
�2:+����������������

∫ x

a
f(t)dt�� ’,$ ′(x−a),∀x ∈ [a, b].�

- ,f(x)�
� [a, b]������
∫ x

a
f(t)dt∀x ∈ [a, b]�./%�� f(x)� ’ 0 ’�

�—–1 (x − a)%0$ ,f(x)%� .

�3:2 f(x)� [a, b]��≥ 03 ,/4*����
∫ b

a
f(x)dx!�"#� ,+-�./�

��#� f ′(c)%5�"���6$ .


1 7�� f(x) = sin x�
� [0, π]����� ,

� +��������� f(x) = sin x� [0, π]�����%∫ π

0
f(x)dx

π − 0
=

− cos x |π0
π

=
2

π
.


2 7 f(c)#� c�8	9%�� f(x) = 1/
√

x + 1�
� [0, 3]����� ,

� ����%:� [0, 3]��� ,;+��������� f(x) = 1/
√

x + 1� [0, 3]

�����%

f(c) =

∫ 3

0
f(x)dx

3 − 0
=

2
√

x + 1 |30
3

=
2

3
.

� 1/
√

c + 1 = 2/3, ∴ c = 5/4 ∈ [0, 3].
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6.5 ����

1o.�����

I.���������	


�� [a, b]� f(x) � 0,����
∫ b

a
f(x)dx����� aABb��� .(�	
 )

[���
 ] ��������
���������� ,����������

f(xk)�� ;�Δxk�������� ,�������	��
 � !

�1 �!"���
���� r������πr2.

� �!"���#���� ,���������$���� .%���$�
���� f(x) =

√
r2 − x2���& (
'() x2 + y2 = r2* .)��������∫ r

−r

√
r2 − x2dx�+� .,-�-� (�x = r sin θ).�	�*�πr2.

�1:������
/0��12��� .��������3���� !� .4
5�	�6 ,�77" ,�898
: ?;6�<���#�
� ,$���*/�
���%� (=�� ,�">&'
�� .)����?��� .

���@(�����������A
)���� ,�BC*�8���+�D (

�'��0 .)�,-���E6DF ,�8G7�/��& (H�����I ,JK

.�����-����% .)=L� :

�#����=
∫ 2π

0
(1/2)r2dθ = (1/2)r2θ|2π

0 = πr2,�� (1/2)r2dθ��M
�dθ(��

�/N )������ .

� 2 :0�O����O
���PQ)��� ?�6�%1 ,26RS�� ,934
TUGV .��-
��RW6���X2Y�5��6 .
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II.�����������—-�� (slice)�

[�	 ]V =
∫ b

a
A(x)dx,��A(x)�������� (slice)�� .

[�	�
 ] �������	
���
�	����� ,�������A(x)

����
dx�����
� ,�������������������� .

�2 �����
�� .

������
�� ,������ ,�	���
������� ,����	�
 ��	�
��������� .

∴ V =

∫ h

0

(

√
3(ax)2

4h2
)dx =

√
3a2h

12
,

��a����

	� ,��!�h =
√

6
3

a��"# .

�	

 (Cavalieri)��

�$�
���% [a, b]&�
'x�(�)
! ,�$�
�(�)
�� .

III.����� (curves length)

*� [a, b]& f(x) � 0,��� y = f(x)���
���

L =

∫ L

0

ds =

∫ b

a

√
1 + (

dy

dx
)2dx.
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� :������������	�
 ,���
�� dy
dx
��� [a, b]��� .���

��� y = f(x)��� [a, b]���	��� .

[���� ] �
�������
�������� ,�����

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 =

√
1 + (

dy

dx
)2dx,

	�����������
������ .

�1 �������
��� r������ 2πr.

� ������
��� ,������������� .!������
� " f(x) =

√
r2 − x2���# (�$%& x2 + y2 = r2� .)�'������∫ r

−r
2(1 + (

√
r2 − x2))1/2dx = 2r sin−1 x

r
|r−r = 2πr.

IV.���� (revolution)���—-�� (disk)	
�� (shell)	

(� [a, b]� f(x) � 0,�

i)�� f(x)) [a, b]��x�������������∫ b

a

πf(x)2dx

(��* )('+, )
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ii)�� f(x)� [a, b]��y�������������∫ b

a

2πxf(x)dx.

(��	 )(
�� )

[���� ] �����������
������� (disk)��� ,����	

��πf(x)2����
 dx�������� ,����������������

����� .��	���� .

�1 �����
��� ��� r��
�
� .

� ��� r��
���
�� r��x2 + y2 = r2�!x��������
 ."

��
�
� 	�

V =

∫ r

−r

π(
√

r2 − x2)2dx = π(r2x − x3/3)|r−r =
4πr3

3
.

�2 � �� (torus,��#�$ )�
� .

� �����
�x2 + (y − 2r)2 = r2�!x��������
 ."
��
�


� 	�

V =

∫ r

−r

π[(r +
√

r2 − x2)2 − (r −
√

r2 − x2)2]dx

= 4π

∫ r

−r

r
√

r2 − x2dx
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= π

∫ π
2

−π
2

2r3(1 + cos 2θ)dθ(���x = r sin θ)

= 2r3π(θ + sin 2θ/2) |π/2
−π/2= 2r3π2

V.�������� (surface area)

�� [a, b]� f(x) � 0,�

i)�� y = f(x)�x������������	


∫ b

a

2πf(x)ds,

��ds =
√

1 + ( dy
dx

)2dx(��
���� ).�������	� .

ii)�� y = f(x)�y������������	


∫ b

a

2πxds,

��ds =
√

1 + ( dy
dx

)2dx(��
���� ).�������	� .

[���� ] �	���
�
�����������x��y����� ,��

�������	
 2πf(x)���
 dx,�����	�	���	������

	� .
	1 ��������� ��
 r!�����	 .


 ��
 r!��
�
��� r!�x2 + y2 = r2�"x��������� .#
����!��	 $�

S =

∫ r

−r

2πy

√
1 + (

dy

dx
)2dx =

∫ r

−r

2πy

√
(1 +

(−x)2

r2 − x2
)dx

= 2π

∫ r

−r

√
r2 − x2

√
r2

r2 − x2
dx = 2πrx|r−r = 4πr2.

	2 � �� (torus)!��	 .
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� ����������x2 + (y − 2r)2 = r2��x���������� .���

��	��
��


S =

∫ r

−r

[2π(2r +
√

r2 − x2) + 2π(2r −
√

r2 − x2)]

√
1 + (

dy

dx
)2dx

= 8r2π

∫ r

−r

(
r√

r2 − x2
)dx

= 8r2π sin−1 x

r
|r−r= 8π2r2 = (2rπ)(2(2r)π).

� :��	��
�����	�	 (= 2rπ)����	�����	�� (
��

� )		 (= 2(2r)π)��
 .

2o.��������� (Improper Integrals)

���� ,�����
���
������
� (Proper Integrals),�����

�
�� .�!"� ,��#����$%���
�	�� ,�& ,�����

��� .&'�
�	�( .

�
��)� :

*�� :+��
�
∫ b

a
f(x)dx,��-.a, b����/����±∞	�0 .

*�� :+��
�
∫ b

a
f(x)dx,��
�1/f(x)�� [a, b]��2�� (bounded)�

����� (unbounded),' f(x)�3�±∞	�0 .

+�*���
�0 :/4��5�6���7�,�±∞���/ ,
'����

�(5� ,�89�:;.����/��-.	����.< . ���.<8
���
�2;. ,!��"�
�#$%2=� ,&!>�?'%�=� .@��
�A0� : ∫ ∞

a

f(x)dx � lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx.

% ∫ b

−∞
f(x)dx � lim

a→−∞

∫ b

a

f(x)dx.

� :&��	�
� #$ ,!�"1/ f(x)B�	 0+x → ∞0 .
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��������� :��	
��
���� f(x)����±∞����� ,�

�� c,�� [a, b]		��
 c� ,������������ ,�
∫ c−

a
f(x)dx +∫ b

c+
f(x)dx.
�� limx→c f(x) = ±∞� ,

∫ b

a

f(x)dx � lim
t→c−

∫ t

a

f(x)dx + lim
t→c+

∫ b

t

f(x)dx

�������� ,��������� ,������ (��� !"��� ).

� 1:���#��
∫ 3

−2
x2−1
x−1

dx�$����� ,������%�� x = 1�"#

& ,�$'���±∞� . (�()p.175� 4.)

� 2:*+,��!-#��
#& :����
∑n

i=1 f(x∗
i )Δxi
�� (� n → ∞�

|Δxi| → 0� ,)��Δxi� . [a, b]	/��� {x0 = a, · · · , xn = b}�0!
	 
. [xi−1,xi

]" ,1x∗
i �2 .	�/�� .
34���� ,f(x)� . [a, b]	 #&

# ,� $ (bounded)(5�4�- ,f(xi)Δxi%��� 0,�0!
���%� ��

�� .)&��67
'() ,f(x)*8 $ ,� . [a, b]9*8�� .� ,�$�

#����$	7�: !?4�; <=����8> .

�1 +
#���
∫ +∞

0
1

1+x2 dx���, .

� ����'�!���� ,?@#&�
∫ +∞

0
1

1+x2 dx = limt→∞
∫ t

0
1

1+x2 dx =

limt→∞ tan−1 x|t0 = limt→∞ tan−1 t = π/2.&)������ .

�2 +
#���
∫ 2

0
x√

4−x2 dx���, .

� ����'������ ,?@#&�
∫ 2

0
x√

4−x2 dx = limt→2−
∫ t

0
x√

4−x2 dx =

limt→2− −√
4 − x2|t0 = 2.&)������� .

�3 +
#���
∫ ∞
−∞ xe−x2

dx���, .

� ����'�!���� ,@#&�∫ ∞

−∞
xe−x2

dx �
∫ 0

−∞
xe−x2

dx +

∫ ∞

0

xe−x2

dx

= (−e−x2

/2)|0−∞ + (−ex2

/2)|∞0 = −1/2 + 1/2 = 0

&)�������� .
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� :����� ,������	
∫ ∞
−∞ f(x)dx�
 ,����
�� limt→∞

∫ t

−t
f(x)dx

����� ,�
����������� (�� 0�	��

� ),������

��� !±∞�"	#��
 ($���!%����"�� .)

����������	


�& f'g���(�� f(x) ≥ g(x),)x ≥ a.

a)����
∫ ∞

a
f(x)dx�� ,����

∫ ∞
a

g(x)dx��� .

b)����
∫ ∞

a
g(x)dx*� ,����

∫ ∞
a

f(x)dx�*� .

� :+,-./0!1��.12�34�� .(�56 �7� .)

� � (89�2��1% ,-:�; .)

� :<,-.=21>�?�
!�@A�(�:"� f# g1� ,B�$CDEF
1G .(�56 �7� .)

�1 %&
∫ ∞

0
e−x2

dx�� .


 $'�(���.��H��� ,I$J�K� .)�(��	*�∫ ∞

0

e−x2

dx =

∫ 1

0

e−x2

dx +

∫ ∞

1

e−x2

dx

��L9��MN�� (� e−x2
���(� ),O9����� ,P+ e−x ≥ e−x2

,A

x ≥ 1
 ,Q e−x�R,�� . ∫ ∞

1

e−xdx = e−1

�SA f(x) = e−x2
, g(x) = e−x
 ,P��-
.�'�(���

∫ ∞
0

e−x2
dx�� .&

T .

�2 %&
∫ ∞

1
1+ex

x
dx*� .


 $'�(���.��H��� ,I$J�K� .
P+

1 + ex

x
>

1

x

�
∫ ∞

1
1/xdx = ln x|∞1 = ∞.�SP,--
.'�(���*� .

� :��� ,<��1.��(� f(x) 
→ 0, as → 0.I"*� .
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3o Riemann-Stieltjes��

Riemann-Stieltjes���Riemann����� .���	�
�� ,
���� .��
���� (Line Integral)��� ,
�������� .���� :

� f, g���� [a, b]����� ,� [a, b]�����P�� , �!�	���


n∑
i=1

f(x̄i)[g(xi) − g(xi−1)]

�"# ,(���$ |P | → 0� ),
�%"#�Riemann-Stieltjes�� ,%��&'∫ b

a
f(x)dg(x)�( .

�1 $ g(x) = x� ,Riemann-Stieltjes��&�Riemann�� .

�2 $ f(x) = 1� ,Riemann-Stieltjes����) g(x)*���� ,+∫ b

a

1 · dg(x) = g(b) − g(a).

��%�� g(x),-�.�� ,�/�0�123�������� .(45� 3
p.174)

�3 $g(x) = k�(�6k�7�),Riemann-Stieltjes��&��0.�g(xi)−g(xi−1) =

0∀��P.89
∫ b

a
f(x)dg(x) = 0.

4O.�����	�


��
:"# limn→∞
∑n

k=1 f(xk)Δxk6 ,$Δxk = 1� (%��	��;�a = 0, b =

∞),���<���	��=n>
:"# .%����? �:!�� .1%"#

:@ ,A
$B�!��%&'�CDEFG�	���%&' .%&'���()
'��� (HIJ�"#:� ),8K%!L�"#CD����� .=*"#�@�

	�� .

������

M�N {ak}∞k=1, ��=n>�


Sn =
n∑

k=1

ak = a1 + a2 + · · · + an
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����

������{Sn}���	��{ak}∞k=1�
���� ,������
∑∞

n=1 an�� .

�� ,��	 {1/k}∞k=1
����� ,��
∑∞

n=1 1/n.

���	��
���� f(x)����	�N����� ,����
�����

��
�����������n��� .��
��������������
� � .!"#$��%&' ,����(����������� .

��������

!��)��	��� (�*+, )-( ..
∑∞

k=0 ak
$��� ,(
/ ak ∈ R, k =

0, 1, 2 · · ·)�
� n + 1���
∑n

k=0 ak�

��������� (partial sum),�

Sn+1�� .� Sn
����	 ,{Sn}∞n=1, ��	 S,������
∑∞

k=0 ak��

(Convergence of Real Infinite Series),0�S
� .
&�1 ,�����!�
∑

ak�

� .
23
"#4$5 ,6Sn$�%� � ,��&7��
�$� (�8��� )9'�

(�()8�� .
� limn→∞ Sn = S�*����:+���� limn→∞ an = 0.;
< ,,-�=>�? ,������

∑
1/n@� ,� limn→∞ 1/n = 0.(��5.� 3)�

�Sn6�%� �A ,
B.��
�>/C0�1�D��E ��F(�< .

	1 �ak = rk,G��
∑∞

k=0 ak2A�� ? �� ,3H
� .


 �
$IJ��4K�� ,� r
5K .�L/�M
 ,N5K−1 < r < 1A ,

����� ,�
�
 1

1−r
.(O
�����n���Sn = 1−rn

1−r
→ S,Nn → ∞A .)(

P�QR� 3p.99.)

6 :
∑∞

k=0 akST��a0 + a1 + · · · + ak + · · ·�U .����M3�V���7��8


 .'
��7��8
��<W� (O
DX�YZ7)Y W .)
���/�


90�8
�<W ,
�)'[ (YZC�� )����\Z(:
����� .

	2 �an = 1
n(n+1)

,G��
∑∞

n=1 an2A�� ? �� ,3H
� .


 !�]
;��<�� (telescoping series)�$� ,=�8=^
���� .
$

��

1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1
.

-
�n���_��B


Sn = 1 − 1

n
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��

lim
n→∞

Sn = 1,

�����������S = 1.

�3 �an = 1
n
,���

∑∞
n=1 an��	� ?

� 
	��
�
���� .����� 1
n
,���n���

Sn =
n∑

k=1

1

n

������
 .����
n���

1

n + 1
+ · · · + 1

2n
>

1

2n
+ · · · + 1

2n
=

1

2

�
��� .�� limn→∞ Sn�
���� .�����	� .
�1:����

∑
1
n
�����	�����
�	 .
�
������ ,����

����
����� ,�������� �! ,"�
��� .#$%&��

��
�'! ,�()�*����
�+ ,�,-.% feeling.
� 2:/�0

∑n
k=1

1
k

≈ ln n(0 ln x�1�����2� )��3�4�5 .

�4 �an = 1
n2 ,���

∑∞
n=1 an���� ?

� 
	��� p−�� (p-series)
∑∞

n=1
1
np
�� .����� �

1

n2
<

1

n(n − 1)
, n ≥ 2.

�
�1���6��������! .
0���n���71���Sn < 2 − 1

n
,�� limn→∞ Sn ≤ 2,������� (��

�����n����"�48%# ).

� :���$ ,p−��∑∞
n=1

1
np ��� p > 1! ;	�� p ≤ 1! .�9
%� (p.191)�

�:;&�� )

������	
��
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����

���������� (������	���� ),
�������� (	



� )���� .�� ,�����������
� ,����� .
�������

�� ,
������ ,!������"������#�������$� .
(�#��% :�&'�������(��������� .)���)�*�+�

��� ,���� .,-�.��)/�0/123�23�4�5�6��� ,�
 �7 .

������� (Limit Comparison Test)

�&'����8
�����������
�#��4� .
)9�:���;%< ,�&23�;% ,���# ��=>9?@��� .AB
�/C?D?D��4 ,!EE"	�F*#�4 ,G+#�#F
�$ ?

��—�������

Suppose that an ≥ 0, bn > 0 and

lim
n→∞

an

bn

= L.

If 0 < L < ∞, then
∑

an and
∑

bn converge or diverge together. If L = 0 and
∑

bn

converges,then
∑

an converges. Finally,if L = ∞ and
∑

an converges,then
∑

bn converges

AB ,��HD��
∑

an# �� ,!I�%?'����8
�HD��
∑

bn�

#�4 :	

lim
n→∞

an

bn

= L(�J 0 < L < ∞),

&K��L����8
 .	L = 0,&��
∑

an��M'���
∑

bn��� .M

L = ∞�∑
an��� ,&

∑
bn��� .

	���
� N
O�
� limn→∞ an

bn
= L�'(�AP ,�B23�A) .*


 ,�'(MnQ+!� ,��	,�?�D���-#?��L�A .�	'��
J�?��� ,R?��.ST/�� , (UVW)�9 ,�EL��)��

 ,)X


L�
�0 0�∞.
ML = 0� ,( an�Y bn
1�2� 0�A ,!ZX
��

∑
bn�� ,��

∑
an��

� (U<W�3[�\

 ).

�0ML = ∞� ,( bn�Yan
1�2�0�A ,!ZX
��
∑

an�� ,��
∑

bn

]1�� .(�45!6^ lim bn

an
= 0_��L = 0�I` .)
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��� ,����������	���
���
 ?�����	� p-�
∑
1/np(���
 )��

∑
bn�������
 .

�1 ����

∑

1√
n2+19n

��
��� ?

� ���n��� ,19n��n2����� ,����� .������

∑

1/n�

�� !�
�"���
��
 .��

limn→∞
1√

n2+19n
1
n

= 1.

�� !�
���

∑

1√
n2+19n

�� .(#
∑

1
n
�� .)

� :��
 ,�n�� ,��$"�%�&$�%��$�'�( ,)�$�*+� ,,
��������
���
��� . (-. p−�
��
 .)

�2 ����

∑∞

n=10

√
2n+1

n2−9n
��
��� ?

� ���n��� ,/0
 9n��n2����� ,����� ;/1� ,(�"�
+12��� .������


∑
1/n3/2��� !�
�"���
��
 .��

limn→∞

√
2n+1

n2−9n
1

n3/2

=
√

2.

�� !�
�����

∑ √

2n+1
n2−9n

�� .(#
∑

1
n3/2�p-�
��� .)

�������

�

∑∞

n=1(−1)nan,�"an > 0, ∀n ∈ N,	�
��
 (Alternating series).�

i)
3an�� ;

ii) limn→∞ an = 0� ,


��

∑∞

n=1(−1)nan,�� .

����	
 4�5n$�Sn,6�S2n−1 > S2n,∀n ∈ N� limn→∞ |S2n − S2n−1| =

limn→∞ a2n = 0.�� limn→∞ Sn�7 , 8��
��
�� .
� :0���"� i)	 ii)9!(":;<
� ,��


∑∞
n=1(−1)nan,�" a2n =

3−n; a2n−1 = 2−n,#$=�� (�%��
�� )," i)>? .
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����

� ��
∑∞

n=1(−1)n 1√
n
��� .(��������� i)� ii).)

����� (The Ratio Test)

	
��
������������� .���	 ,����
 ,���
� ,��

� ,�� ?�����
��� ,���	��� ��! ,"#
 :

Let
∑

ak be a series with non-zero terms. If

lim
k→∞

|ak+1

ak

| = L(��),

then,
(a) the series absolutely converges provided L < 1,

(b) the series diverges provided L > 1,�L = ∞.
(c) the series inconclusive provided L = 1.

$% ,�
∑

ak�&'(�� (�(�)��*$ ).�

lim
k→∞

|ak+1

ak

| = L,


#���+, :
(a)-.L < 1,/������� ,

(b)-. �L > 1,� �L = ∞/����� ,

(c)-. �L = 1,/�����	
����� ,�
�
��� .

� 1:0�1�����23	 ,�4�
5(*� (%�� )���� ,�����

�.�������6��� 1.����7� 8�
�3!—9�"� ,#:$
������!% ,;���
�������&! . (�3	�<��� .)

� 2:'()��6�� ?��� ,*�(+=,)( ,->�(?@�6�A/+�
����� ,
�B���6�� .�����6��
.=�� .

���	
�� (
� )
�?

C��
∑∞

n=1 anD�(4)4�-+=)��E ,��*�&!F/6�(@�6

�G+)(���HI ,�)(��4������*�&! ,JAK 8�6��
=���L�*�&! .

��Sn =
∑n

k=1 ak,� Tn =
∑n

k=1 |ak|.1� limn→∞ Tn"M (��6�� ),N�Sn +

Tn ≤ 2Tn.�O{Sn + Tn}P)(��<40 ,Q limn→∞(Sn + Tn)"M .� limn→∞ Sn =

limn→∞(Sn + Tn) − lim Tn,R%L1/����� .
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� ��Ratio Test����
∑∞

n=1
n!

n100���� .

�

L = lim
n→∞

|an+1

an

| = lim
n→∞

|
(n+1)!

(n+1)100

n!
n100

|

= lim
n→∞

(n + 1)(1 − 1

n + 1
)100 = ∞.

��������	
������ .

	

� : �
������������� (������ ),�������

� .�� ,���
����������� ,������������!��
��"���#$�% (����&��� ).

�������	

limk→∞ |ak+1

ak
| = ρ(�� )������ ,���������	
��� ,����

����
		�� .
������ ,����
��		����� .���	
ρ < 1� ,����
��� ;��	ρ > 1�ρ = ∞� ,������ ;���	ρ = 1
� ,�������
���		�� ,������������� . ����
�!"#$� ,%�����
� .
�1:�����&��� ,�'�(
�)�*��#�+, ,-
������

���.
/ .
� 2:0��1	)��#2� ���#!����� (Root Test),�3
"�	

	���4�56 .7

lim
n→∞

n
√

|an| = L�),

�
61	)��#�8�#$ .

��������	 (Integral Test for Real Series)—-����
�

�9:�0�,�.
�;��<�����%��� .=>?&�9:
�
'@�A��(B*C��)�D� , ��)�D�*E��.
���8+
(patterns), ?

����	



194 ��� ���—-��	
��
����

Let f be a continuous,positive,non-increasing function on interval[1,∞) and suppose that
ak = f(k) for all positive integers k. Then the infinite series

∞∑
k=1

ak

converges if and only if the improper integral∫ ∞

1

f(x)dx

converges.
�� ,�f��� [1,∞)���� ,�	 ,
�������
�����k, ak = f(k)

���
∞∑

k=1

ak

	
	�������� ∫ ∞

1

f(x)dx

�	
 .

�������� ��������
�∫ n+1

2

f(x)dx ≤
n∑

k=1

ak ≤
∫ n

1

f(x)dx.

���������
��� .� �
������!���"���� ,#$

�!���	
% ,��	
 .
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�1 ���
∑∞

n=1 1/np������� ?�� p��n��	
�� .

� �
���
�	�� f(n) = 1/np����∫ ∞

1

f(x)dx =

∫ ∞

1

dx/xp =

{
x1−p |∞1 � p 
= 1�

ln x|∞1 � p = 1�


�� p ≤ 1��� ;� p > 1��� .�����
�	����� p ≤ 1��� ;�
p > 1��� .

�2 ���
∑∞

n=1
1

n1+1/n������� ?

� �� f(n) = 1
n1+1/n ,�����
�������� (� p = 1 + 1/n > 1).�	�

�p �
� ,�! "�
p−���
������ .��# ,�$%&'� (limit
comparison test):

lim
n→∞

n−(1+1/n)

n−1
= 1,����	()

*	
∑∞

n=1
1

n1+1/n�� (�
∑∞

n=1 1/n�� .)

�3 ���
∑∞

n=2 1/n(ln n)p������� ?�� p��n��	
� .

� �� f(n) = 1/n(ln n)p,�����
�������� (�n(ln n)p�&n	+

,-.+/ ).�	��� ln n��0,-
� ,�! "�
 p−���
����
�� .��# ,�1�

���
�2
 :

lim
n→∞

∞∑
n=2

1

n(ln n)p
�

∫ ∞

2

1

(x ln x)p
dx3�.

����	� p ≤ 1� ,������ ;� p > 1�� .�*����� p > 1��� .
� :���	4%�52,678����9�0
: .�	��	��� �;%<
	=���� .

�4 ��
��
∑∞

k=2
1

(ln n)4
������� ?

� ����
����9�f(x) = 1
(ln x)4

���� .��
∫ ∞

b
f(x)dx >

∫ ∞
b

(1/x1/2)dx(

�� b�>�.�?�� ).
������� .(�
∫ ∞

b
(1/x1/2)dx�� .)

� :#@��
A �� : ln x < xα,��x�B!.	?� ,�α�C�?�� .(

��p.139� 2.)
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6.6 ����

��������	�
� ,��
�������
�	�������	�
� .����� .����� ,���� ,���������������
� .�
��
�	� ! ,"�#�	����	�$%
 ,&�
�
'(�
'��

�� ,��&) .
i)�
�
 (integrability):�*����	��
 .
�������+	����

���� .����, ,��-.���/0�1%
&)�2 ,3#�
�
��
� ,#4�!�	5� .

ii)��
 (homogeneity):� f(x)��� [a, b]��
�, ,�*
∫ b

a
f(x)dx��, ,6�


��(�
	7� .

iii)�����
 (Convergence of Series):8�
����
���
��	���

��
 ,�
���9��:� .

��������	
�—–����
����?

;�<����� f(x)��, ,8�
��=�>?�@� f ′(x).�� ,���

f ′(x),�8��@	4=��AB�� f(x).�
���CD�E����@	4

= ,��� �8 ’� ’�>! ’F ’��G"H .I#&) .

8J� ,@��K(L�M� ���	
��M ,# f ′(c)� ’� ’.* f(x) − f(a) =

f ′(c)(x − a),�N c$%xO a�� .�86��>?! ’F ’P f(x).�M ,’!F ’��

f(x)��8J�P>? .&Q cR'> ,3S(&� .�6 ,T')�U* .�+��

[a, b]�#��, ,
,��� ,VWK(L�M�?)X/�P :

f(xi) − f(xi−1) = f ′(ci)(xi − xi−1), i = 1, 2 · · · , n.

�N{x0 = a, x1, · · · , xn = b}� [a, b]����.+Y$�P,���(����
�)�

? f(b) − f(a) =
∑n

i=1 f ′(ci)Δxi.6�P���*������@��� [a, b]��


�	��� ,��� (;��-�, )�*�Z������� (�
� ).����

 � ’!FP ’	.� ,R�[��	�� .
\]7 ,[����'^ ,�_/ ci(�/xi−1,�R���`>/ ci��L ,�`a

0b0�	�� .YR�c�`��d�c�12 !?
#��e	�� f(x)
�������<���, (Q
WAK(L�M ).;

f(x)R��<�
, ,���X	3��4"5: ?R6	 ,T��=�WK(L
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���� .��� f(x)���� ,	
��
�������� ,���
���

limn→∞
∑n

i=1 f(xi)Δxi,����������� .����������� f(x)�

���� ’��� ’�	 .(!"#��$%F&F (b) − F (a) =
∑n

i=1 f(xi)Δxi)��

��
$%��'���� ,
������()�� ’� ’$%�� .
� :�*���+,-)./"���� .�0��1��2 .
i)���34��� [a, b]�	���� ?5
��$%	�6�6789��:$

%;
��� ?
ii)5
-����� (�n� )"�<=>? ?@����	���6�6789�

�$%�;
A ?B!5nC��D" ’�" ’�E#F> .(
�2$�� .)

iii)5%�C����� ,&������G�H'$% (IFTC� (i)�� ),��J

�	�
����K�(;
 .
L�)6�����5�������>?�� .JM%�C�� ,NO'*��"
�C��������� (+���,�� ).

-� ,@ ’�� ’�P ’�� ’$%�QRS6����B�.() .0/T��0U�
� i)1V ’�� ’$%��T�$% ,�
'%�
 ’�� ’.

B! ,W�S6"2 ’345 ’�� ’�65 ’�? .

� :7%��X
YC�� ,�			6H�(; ,
Z8D�(; .�98�(
;6��YC"[Q�:� ,5
nC���"&[Q�\�[�F>� .I��
1 + 2 + · · · + n = n(n + 1)/2-��YCM�[ ,
�;7%�� ,&M<[ .���

5������ ,@��1"�"�F>—–6�6�=��$%���?> ?

���������

@0U��]

f(b) − f(a) =

∫ b

a

f ′(x)dx,

�^��L b − a�]

f(b) − f(a)

b − a
=

1

b − a

∫ b

a

f ′(x)dx = lim
Δxi→0

n∑
i=1

f ′(xi)
Δxi

b − a
.

����()� :��;$% f(x)��� [a, b]��-_` ,��
��a���

?����_` f ′(xi)�L�
�?7@
Δxi

b−a
��-05�� .

AbB1 ,�P-_`��@CP���?�_` �L���7@0�-�] .)
.c33� ,�de�- ,d
D�._` � ,6�6)��A&fE ?@��1
�����>6OF��g .
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���������	


����� ,������	
��
 ,���������	
�� .�����
�
 .


 :�������������� ,����
��	�
��� �
�!"#
��	$��
 .

6.7 ���

1.�%	&�'�#�( .
a) f(x) = x2 − 3 b)f(x) =

√
x + 2 c)f(x) = x2−5

x+1

d)

f(x) =

{
2x − 3 )x ≤ 1*

x + 5 )x < 1*
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2.�����������	 ,
�����
��� .

a) limn→∞
∑n

k=1

√
k
n

1
n

b) limn→∞
∑n

k=1

√
4k
n

4
n

c) limn→∞
∑n

k=0(1 + 2k
n

)2 2
n

d) limn→∞
∑n

k=1
1√

n2+k2 . e) limn→∞ 1
n

∑n
k=1 sin kπα

n
,��α > 0.

f) limn→∞
∑n2

k=1

√
k
n2

1
n2

3.
�����	 (������	��������������
�� .)

a)
∫ 3

−2
x
|x|dx b)

∫ 2

−1
min{2x − 1, 3 − 4x}dx

c)
∫ 1

−2
2[x − 3]dx(��	
 ) d)

∫ 4

−3
x2−1
x−1

dx

4.����	���� ,�
����	������ .

a)
∫ x2

1
sin2 tdt b)

∫ x+1

x

√
2u + 5du c)

∫ −x

0
f(−z)dz d)

∫ x

0
(
∫ u

0
f(t)dt)du

e)
∫ g(x)

0
( d

du
g(u))du

5.��������	 .
a)

∫
dx

sin x
b)

∫
sec xdx c)

∫ √
1 + x2dx d)

∫
cos3 xdx e)

∫
1+x

x(1+xex)
dx

6.�
��
��	

������ .

a)
∫ x

0
et

1+t
dt b)

∫ 3x2+5

0
tan−1 t

t
dt c)

∫ 2x−1

0
cos t2dt

d)� g(t) =
∫ t

0
(3 + x3)−1/2dx,
 g′(1)

e)
∫ x

0
x2 sin(t2)dt

7.� f(x) =
∫ g(x)

0
1√

1+t3
dt, g(x) =

∫ cos x

0
[1 + sin(t2)]dt,
 f ′(π/2).

8.
 d2

dx2

∫ x

0
(
∫ sin t

1

√
1 + u4du)dt

9.�	
MVT
 c!�" f(x) = 3x2��� [−4,−1]�#���	
$%� f(c).

10.
���	
� (�	�� )

a)
∫ 1

0
(x3 − 3x2 + 3

√
x)dx b)

∫ 9

4
y
√

y2 − 4dy c)
∫ π/2

0
cos4 x sin xdx

d)
∫ π

0
(x + 1) tan(3x2 + 6x) sec2(3x2 + 6x)dx e)

∫√π/4

0
x cos x2esin x2

dx

11.

���
a)
&��x = y2 − 2y, x − y − 4 = 0��'
����� .

b)
&��x = y2 − 2y, x− y − 4 = 0��'
��#��y = −1���'����


�� .
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c)����x = y2 − 2y, x− y − 4 = 0���������x = −1��������

��� .
d)����x = y2 − 2y, x − y − 4 = 0���������x = −1�������

����� .
e)����x = y2 − 2y, x− y − 4 = 0��������� y = −1��������

���� .
f)����x = y2 − 2y, x − y − 4 = 0��������� .

12.	
���
a)

∫ 3

0
1

1+x2 dx, n = 6. b)
∫ 1

0
1√

1+x3 dx, n = 4.

13.
�����	������� (
����	���� )

a)
∫ π

−π
(sin x + cos x)dx b)

∫ 1

−1
x3

(1+x2)4
dx

c)
∫ 1

−1
xe−4x2

dx d)
∫ π/2

−π/2
z sin2(z3) cos(z3)dz

14. 
� ,� f(x)� [0, 1]��� ,�
∫ π

0
xf(sin x)dx = (π/2)

∫ π

0
f(sin x)dx.�
���

�
∫ π

0
x sin x

1+cos2 x
dx�
 .

15. a)�x sin πx =
∫ x2

0
f(t)dt,�� f����	 ,� f(4).

b)� f(x)�������� ,�
∫ x

0
f(t)dt = (f(x))2, ∀x,� f.

16. a)� f����	 ,�� [a, b]���� .
�
∫ b

a
f(t)dt =

∫ f−1(b)

f−1(a)
f−1(t)dt.

b)� f(x)�� ,� f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(x) > 0,�
∫ 1

0
f(x)dx = 1/3.�

∫ 1

0
f−1(y)dy.

c)
� a)�
∫ 1

0
( 7
√

1 − x3 − 3
√

1 − x7)dx�
 .

17 (Riemann-Stieltjes�� )

a)� g(x) = 1� 0 ≤ x < 1 � g(x) = 4� 1 < x ≤ 2 �
∫ 2

0
x2dg(x).

b)� g(x) = [x]�
∫ a

0
xdg(x), a = 1/2�2

c)� g(x) = [x]�
∫ 3

0
g(x)d(

√
1 + x3)

18.
�����
 .
a)

∫ 2

0
x

x2−1
dx b)

∫ 2

0
x√

|x2−1|dx c)
∫ ∞

1
x√

x2−1
dx

d)
∫ −2

−∞
2dx

x2−1
e)

∫ 4

−1
dx√
|x| f)

∫ ∞
−1

( x4

1+x6 )
2dx

19. a)
��	C�
!
∫ ∞
0

( 1√
x2+4

− C 1
x+2

)dx�� ,��" ���
 .
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b)����C���
∫ ∞
0

( x
x2+1

− C 1
3x+1

)dx�� ,���	�
�� .

20.��
���� .

a) limx→0

∫ x
0

√
1+sin tdt

x

b) limx→3(
x

x−3

∫ x

3
sin t

t
dt)

c) limx→0

∫ x
0 (1−tan 2t)1/tdt

x
.

21.���� f�� f(1) = −1, f(4) = 7, f ′(x) > 3,∀x.������������ .

22.����
������ ?���	 ?���� .
a)

∑∞
n=1

n33n

(n+1)!
b)

∑∞
n=1

(−1)n

1+ln n

c)
∑∞

n=1
3n−2

n3−2n2+11
d)

∑∞
n=1

ln n
n2

23.����
��
��
� ����	� .
a)

∑∞
n=1

n2

n3+1
b)

∑∞
n=1

(n+1)(n+2)
n2·2n

c)
∑∞

n=1 n(1−n)/n

24.��!�
��
��
� ����	� .
a)

∑∞
n=1

nn

n!
b)

∑∞
n=1

n!
2n

c)
∑∞

n=1
2·4···2n

4·7···(3n+1)

25.����
����	�
a)

∑∞
n=1

(−1)n
√

n+1
b)

∑∞
n=1 ln( n

3n+1
)

c)
∑∞

n=1(−1)n
√

n
n+1

d)
∑∞

n=1
cos 3n

1+(1.2)n

26.��
���� .

a)
∑∞

n=1
(−3)n−1

23n b)
∑∞

n=1[tan−1(n + 1) − tan−1 n]

27.���
�
��

�
����	� .
a)

∑∞
n=1

1
np ,�" p#$n�%�&� .

b)
∑∞

n=2
1

n(ln n)p ,�" p#$n�%�&� .

c)
∑∞

n=10
1

n ln n(ln ln n)p ,�" p#$n�%�&� .

d)
∑∞

n=2
1

(ln n)ln n .

e)
∑∞

n=3
1

[ln(ln n)]ln n .

28.��
��� .
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a)limn→∞
n√

n!
n

b) limn→∞ ln n
1+ 1

2
+···+ 1

n

��������

1. a) x3

3
− 3x + C b)2

3

√
(x + 2)3 + C

c) f(x) = x − 1 − 4
x+1

, ∴ D−1
x f(x) = x2

2
− x − 4 ln |x + 1| + C

d)

D−1
x f(x) =

⎧⎨
⎩

x2 − 3x + C x < 1
x2

2
+ 5x + C x > 1

��� x = 1

2. a)
∫ 1

0

√
xdx = 2

3
x3/2|10 = 2

3
.

b)
∫ 4

0

√
xdx = 2

3
x3/2|40 = 16

3
.

c)
∫ 2

0
(1 + x)2dx = 1

3
(1 + x)3|20 = 9 − 1

3
.

d)
∫ 1

0
1√

1+x2 dx =
∫ π/4 sec2 t

sec t

0
dt = ln | sec t + tan t||π/4

0 = ln(
√

2 + 1).

e) =
∫ 1

0
sin απxdx = 1

απ
(− cos πα|10) = 1

πα
(1 − cos απ).

f)� a),= 2/3.

3. a)
∫ 3

−2
x
|x| =

∫ 0

−2
(−1)dx +

∫ 3

0
1dx = 5.

b)
∫ 2

−1
min{2x − 1, 3 − 4x}dx =

∫ 2/3

−1
(2x − 1)dx +

∫ 2

2/3
(3 − 4x)dx = −10/3

c)
∫ 1

−2
2[x − 3]dx =

∫ −2

−5
2[t]dt =

∫ −4

−5
−10dt +

∫ −3

−4
−8dt +

∫ −2

−3
−6dt = −24.

d) =
∫ 4

−3
(x + 1)dx,�x 
= 1,

=
∫ 1

−3
(x + 1)dx +

∫ 4

1
(x + 1)dx = 101/2.

4. a) = d
dx

[
∫ x2

1
sin2 tdt = sin2 t|(z=x2)

d(x2)
dx

= 2 sin2(x2)2x.

b) = d
dx

∫ x+1

x

√
2u + 5du =

√
2(x + 1) + 5d(x+1)

dx
−√

2x + 5dx
dx

=
√

2x + 7 −√
2x + 5.

c) = d
dx

∫ −x

0
f(−z)dz = f(−z)|(z=−x)

d(−x)
dx

= f ′(x)(−1).
d) =

∫ x

0
f(t)dt.

e) = g′(u)|g(x)
0

dg(x)
dx

= g′(g(x))g′(x).

5. a) − ln | csc x + cot x| + C
b) ln | sec x + tan x| + C

c) = 1
2

√
1 + x2x − ln |√1 + x2 + x| + C,���x = tan u�� .

d) =
∫

(1 − sin2 x)d sin x = sin x − sin3 x
3

+ C.
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e) ln xex

1+xex + C(�� :�u = (1 + xex)���� .)

6. a) ex

1+x

b) (F (3x2 + 5) − F (0))′ = tan−1(3x2+5)
3x2+5

(6x).
c) cos(2x − 1)2(2)
d) g′(1) = (3 + t3)−1/2|t=1 = 1/2.
e) 2x

∫ x

0
sin t2dt + x2 sin x2.

7. f ′(x) = 1√
1+t3

|t=g(x)g
′(x) = 1√

1+g3(x)
g′(x),��

g(π/2) = 0, g′(π/2) = −1. ∴ f ′(π/2) = −1.

8. = d
dx

∫ sin x

1

√
1 + u4du =

√
1 + sin4 x cos x.

9. f(c) =
∫−1
−4 f(x)dx

−1−(−4)
,� 3c2 =

x3|−1
−4

3
, ∴ c = −√

7 ∈ [−4,−1].

10. a)= x4/4 − x3 + 3x3/2/(3/2) = 5/4.

b)=
∫ 9

4

√
y2 − 4d(y2/2) = 1/3(773/2 − 123/2).

c)= − cos5(x/5)|π/2
0 = 1/5.

d) = 1
12

tan(3π2).

11.(���	��	� )
��� :
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a) =
∫ 4

−1
((y + 4) − (y2 − 2y))dy

b) =
∫ 4

2
2π(y − (−1))((y + 4) − (y2 − 2y)))dy(��� (shell method))

c) =
∫ 4

−1
[(y + 4 − (−1))2 − ((y2 − 2y − (−1))2)]πdy(��� (disk method))

d) =
∫ 4

2
[(y2 − 2y) − (−1)]2πdy +

∫ 4

−1
[(y + 4 − (−1))2πdy +

∫ 2

−1
((y2 − 2y − (−1)))]2πdy

e) =
∫ 4

−1
[(y + 4 − (−1)) + ((y2 − 2y − (−1)))]2πdy

f)= 5
√

2 +
∫ 4

−1

√
1 + (dx

dy
)2dy,��x = y2 − 2y.

12. a) (���� )≈ 1.2471 b)(��� )≈ 0.9068

13. a) 0 b) 0 c) 0 d) 0

14. i)�x = π − u������ .
ii) f(u) = u

2−u2 , ∴
∫ π

0
x sin x

1+cos2 x
dx = −π

2
tan−1(cos x)|π0 = π2/2.

15. a)����� sin πx + πx cos πx = f(x2)2x��x = 2�� f(4) = π/2

b)����� f(x) = 2f(x)f ′(x), ∵ f(x) 
= 0,� f ′(x) = 1/2,�	 f(x) = 1/2x + C.


��� ,C = 0.�� f(x) = 1/2x.

16. a)
	
������
������������
	���
∫ b

a
f(t)dt =∫ f−1(b)

f−1(a)
f(t)dt.
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�� :���������	�
���
 ,∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f(xi)Δxi = lim
n→∞

n∑
i=1

yiΔxi = lim
n→∞

n∑
i=1

f−1(yi)Δyi =

∫ f−1(b)

f−1(a)

f−1(y)dy,

��Δyi = (yi − yi−1) = f(xi) − f(xi−1), Δxi = xi − xi−1 = (f−1(yi) − f−1(yi−1)),�

{x0, x1, · · · , xn}, {y0, y1, · · · , yn}����� [a, b]� [f−1(a), f−1(b)]������ .

� 1:���	�
�������� ,�����
 .

b) a)�
∫ 1

0
f−1(y)dy =

∫ f−1(1)

f−1(0)
f−1(y)dy =

∫ 1

0
f(x)dx = 1/3

c) 0(!"#� 7
√

1 − x3�#� 3
√

1 − x7���#� .)(�$�%& )

� 2:'� f(x) = x3(�� [0, 1]� ,��)
∫ 1

0
f(x)dx =

∫ 1

0
f−1(y)dy.!" ,�*+��

������,
∫ 1

0
f−1(x)dx(= 3/4),�-.�/0��	� .(�1�2 c)��+�

/0���� ?)

17. a) = 12(4 − 1) = 3.

b)
∫ 1/2

0
x · 0 = 0;

∫ 2

0
xdg(x) =

∫ 1+

1− 1 · 1 = 1.

c) =
∫ 1

0
0d
√

1 + x3 +
∫ 2

1
d
√

1 + x3 +
∫ 3

2
2d
√

1 + x3 = 2
√

28 −√
2 − 3.

18. a)/� b) (1 +
√

3) c)/�

d) − ln 3 e) 2 f) π/8 − 1/12.(34 :	x3 = tan u.)

19. a) C = 1; ln 2 b) C = 1;− ln 3

20. a) = limx→0

√
1+sin x

1
= 1.

b) limx→3 x limx→3

∫ x
3

sin t
t

x−3
= 3 limx→3

sin x/x
1

= 3 sin 3
3

= sin 3.

c) limx→0

∫ x
0 (1−tan 2t)1/t

x
(= 0/0), L’Hopital rule
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= limx→0(1 − tan 2x)1/x(= 1∞),�����L’Hopital rule� e−2.

21.���	�
 ,�����
� ,��������� ,� f(4)−f(1)
4−1

= f ′(ξ),��

ξ ∈ (1, 4).�� f ′(x)��	 3,
�������� .��
��	��
 .

22. a)�� (�� ���! )

b)�� (�����	��! )

c)�� ("
∑∞

n=1 1/n2��#$ %! )

d)�� (∵ ln n < n1/2, ∀n > 20&
∑∞

n=20 1/n3/2�� )

23.a) Divergent(∵ limn→∞
( n2

n3+1
)

1/n
= 1,&

∑∞
n=1 1/n :'�)

b) convergent(∵ limn→∞
(
(n+1)(n+2)

n22n )

1/2n = 1,&
∑∞

n=1 1/2n :��)

c) Divergent(∵ limn→∞ n
1−n

n

1/n
= limn→∞ n1/n = 1,&

∑∞
n=1 1/n :'�)

24. a)'� (� limn→∞ an+1/an = e > 1.)

b)'� (� limn→∞ an+1/an = ∞ > 1.)

c)�� (� limn→∞ an+1/an = 2/3 < 1.)

25. a)�� (���	��! )

b)'� (�(��	 0)

c)�� (���	��! )

d)�� (∵ ∀n ∈ N, | cos 3n
1+1.2n | ≤ 1

1.2n���������� )

26. a) S = 1
8

∑∞
n=1(

−3
8

)n−1 = 1/11 b) S = π/4(���)(
∑∞

n=1[tan−1(n+1)−tan−1 n] =
limn→∞(tan−1(n + 1) − tan−1 1) = π/4.)

27. a)� p > 1	 ,
���
��������� ;� p ≤ 1	 ,
���
����

����	 .
b)� p > 1	 ,
���
��������� ;� p ≤ 1	 ,
���
�����

���	 .
c)� p > 1	 ,
���
��������� ;� p ≤ 1	 ,
���
�����

���	 .
d)�� ,� (ln n)ln n = eln (ln n)ln n

= eln n ln(ln n) = e(ln n)ln(ln n)
= n(ln ln n).

∴
∑∞

n=2
1

(ln n)ln n =
∑∞

n=2
1

n(ln ln n) ≤
∑∞

n=2 n1/10,
��� ln n < n1/10, ∀n ≥ 10.

e)�� ,(� (d)����� .)
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28. a)���= e
∫ 1
0 ln xdx = e−1.

b)���= 1.(�� ) : ln n − ln 2 < 1 + 1
2

+ · · · + 1
n

< ln(n − 1)������ .



208 ��� ���—-��	
��
����


