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4.1����

4.2������	


4.3������	
 ?

4.4
�	
� ,����
��� ?�	
����	�
���	
�����
���	�����	����

4.5����	������ ?—-
��������� (IVT)���������

4.6����—-���	
��
��� 

4.7��!"

4.8�#�

4.1 ����

��$�%���� f(x)��& (������ c& )�	
 ,' limx→c f(x) = f(c)

(��)�*�+�,�-����� .

��./%�� f(x) x − c’0 ’1(�23�� f(c)�*� .�!� ,f(x) − f(c)(

��
 ’45� ’(x − c)�*�—-"'67858��(�#9:�*� .,$45

8(�%�-�� 0�58 ,�x → c&x − c → 0,'(� (x − c)α;)*(458 (

5<=>x → c�); ),��α?@AB� ,�CD;?α = 1.

79
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4.2 ��������

�����

Let f(x) be a real function defined on some interval I containing c. We say that the
given functionf(x) has a limit l at c if as x approaches c,f(x) approaches l,denoted by
limx→c f(x) = l,where l is a well-defined definite real number and c is a fixed real number
in I.
�� ,� f(x)������ I(�� c� ). f(x)���	 c
�� l
�x��� c� ,x

������� f(x)����� l.������� limx→c f(x) = l�� .�����

������ ,��

�|x − c| < δ,	 δ�!�"� ,�|f(x) − l| < ε	 ε#
"�.

$%&�'(
 c������	
 (c − δ, c + δ)�	 f���)��� l����

��	
 (l − ε, l + ε) ,	 δ, ε

"� ,* δ� ε*+ .(,-./ )

� :	
0��1� ,234567�� ,�� ,δ�	�� ,
7
��8�9 .

� � f(x) = 3x − 1,��: f(x)�0;�� ,�R(<
0�� )���
 ,�=
limx→3 f(x).

� >�x���3,�3x− 12����3 · 3− 1 = 8.(
��?@ ,�0�A�3� ,3

��
3
A� 9� !)�- limx→3 f(x) = 8.

B���� ,
)C���� :

i) l�D�f(c),E
��FGH�I�J .	��K,-�)�1.��	��L��

�� ,M9
8�NO�� 9P!�
8;��"#�Q$ .�%
��R��
f(c)�ST�� (� c3	��
 ),�� 4�� .�� l&'��� ?K,(��=

��0� (p.85)U�)�V� .
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ii) x → c���x��� c���� (� c� )�	
 ,���
 0 < |x − c| < δ	��

� .��x��� 0 < |x − c| < δ,�� δ����� .�������	 δ	� ,��


�����������
��
�� c	�� (�
��x → c����� ). 

!	" ,�#�x�� c		
� ?��$%�&�� ,'�(x = c	�� .
��x
���)� c���&�x� c

������ c,��� c*
������ c+
, ,�
--��.
��� c. (δ����� ,/
�0� x	���� .)!��

������10 (two-sided limits),(23�45�� (6�78�9	:�10

(one-sided limits)),;&<=>?107@A��BC
� .

3� ,x → c8
/D�EF�G ,�H����� c	�E , x = c + (−1)n1/n(�

�n → ∞).
IJ��10*�>�
���E	10FKL .

iii)-�;M�N limx→c f(x) = l,�)M �&�f(x)�O� l,��&xMO�c7 .�

P�Q�R�ST�&��!�� ε,"
#N����� δU�$ 0 < |x − c| < δ�

x,����f(x)�� |f(x)− l| < ε.�����
�&�O��
% ,&x�M�� c(

�$�� (dynamic)'(	
 ).V$
 ,������ ε�<=���!�� ,D�>

�$�&�Q
��!�� .(#&M�O��
	 .)

iv)�7���WUU/X���YI ,)Z�� c[ l8
\��)�+2)��

±∞.( Ip.84.* 2)

v)DJ��10+�
,���� (�! )�]^ .6� l[� c_�� x����

f(x)�`O� (-.`
	
 ),�-10a l
-��/b f(x)�,�a (01&�


� ’
,� ’�c ).*2d�efdg�$%�h10a ,+"�hi10���

,��
3 .4# ,�$R<10&MU/10�]^ ,+�&56��U/ .

vi)10)Z�7)�� ?�7��8)Z�59����)Z�:;`�%j .<

&>9 iii)��� ,10)Z�7)��� :�x�� c7 ,f(x)���10 ,�R>�

ST�

∼ (∀ε > 0,∃δ > 0 such that∀x with|x − c| < δ, we have|f(x) − l| < ε)

≡ (∃ε > 0, such that∀δ > 0,∃x with|x − c| < δ, such that|f(x) − l| �< ε).

(G�M$
�& ,!k;l�)� l+= ,'>���0'OU/�10�>�	�

� .��M?�10�>�7 ,�#B-�(W��� c��EU����J�a@
AN�-��10a ,Vm9* 4)
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vii)�������� ,���� .��	����
�� ?����������

��
 .�	
������������ :

a) limx→c f(x) = l��
 :���� , (���� |x − c| < δ�� δ.)

|f(x) − l| = |g(x)||x − c| ≤ B|x − c| < ε ⇒ |x − c|M < ε,

��B����� ,� |g(x)|��� .�� g(x)��������������� 

! .(	��"� (f(x) − l)/(x − c)�#��	� .$%&' p.140� ’�()�*+

,�
����-. ’�� .)� δ = ε/B,��/
 limx→c f(x) = l.��� 0	�

� (��12
34� (x − c),5� |g(x)|��� .�60�� ,��������

|x − c| < 1.7�8�� ,��x�� c�9��: .)7;�<�<�=
>� . (�?

�� 5@ 6.A&'!B.C 16. .)

b) limx→∞ f(x) = ∞��
 :DE0F��
 ,G�HIJ3

|f(x)| = |x||g(x)| ≥ |x|B > M,

��B� |g(x)|��� .�M0 = M/B,�� |x| > M0K ,|f(x)| > M,0��/

limx→∞ f(x) = ∞.

" :L�M#$N���4�HO�%= :�x − c → 0K ,4 f(x) − l → 0,G4�H

O& f(x) − l���Px − c� ’Q4� ’,R4 f(x) − l'��ST��( . (�0	�

U4�HO�V����W���XY ,OG?ZN[HO (p.132).)$%&' p.90

�M%= .

�1 �

f(x) =

{
2x − 5 �x �= 1K

3 �x = 1K

(\ ,limx→1 f(x) = −3 �= f(1) = 3.>L>)���x = 1]����*	�� f(1).

�2 � f(x) = x2−1
x−1

,+6 limx→1 f(x).

� �& f(x)�#��	�� f(x) = x + 1,*x �= 1.G0�/ limx→1 f(x) = 1 + 1 =

2 �= f(1),,!�^_HI .

" :>)���`�,K ,�`�a`-E��"���� 03� ,�����.4
� ,0K/��b.4�5"�� ,�� >� .$�?C/cp.137	H,-. .
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�3� f(x) = x2 − cos x
100000

,�� limx→0 f(x).

� ���������� limx→0 f(x) = 0),����−1/100000.	�
��� ,	

����
� 0�
� .

�4 �� limx→0 sin 1
x
�
� .

�

���
���
� ,���������
� ,������� 0�������
���� 0������
 .

i)�x = 2
4n+1

π� ,���n → ∞� ,x → 0,�

lim
x→0

sin 1/x = lim
n→∞

sin (4n + 1)/2 = lim
n→∞

1 = 1.

ii)�x = 2
4n−1

π� ,���n → ∞� ,x → 0,�

lim
x→0

sin 1/x = lim
n→∞

sin (4n − 1)/2 = lim
n→∞

−1 = −1.

��� lim sin 1/x�����
 ,!�� sin 1/x� 0���� .

�5 �"#����$
��� limx→1(x
2 + 3x − 5) = −1

�� %&�'��(
�)� δ."#��* .�� limx→1(x
2 + 3x − 5) = −1,+�

,-� ε > 0,�.��/� δ,��0 |x− 1| < δ�x��0 |x2 + 3x− 5− (−1)| < ε.'
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���� δ����� |x2 + 3x − 5 − (−1)| < ε�� ,���	� |x − 1| < δ
� ,�

�
 .

|x2 + 3x − 5 − (−1)| < ε ⇔ |x2 + 3x − 4| < ε

⇔ |(x − 1)(x + 4)| < ε

⇔ |x − 1| <
ε

|x + 4|
⇐ |x − 1| < δ � ε

|x + 4|

�� δ� ε��� ,���	� x,����
��������� ε
|x+4|�����

δ.����
x����x����—� |x − 1| < 1.� !�� ,�"x� 1
#�

�	$	 .�� 0 < x < 2% ,&��
���
'(
 δ�� ε
2+4

.($�& ε
|x+4|
�

�)�� δ.)�� ,�*+� �
����,��$	 ,-� ���.� .

� � δ = ε
6
,���/01

|x − 1| < δ ⇒ |x2 + 3x − 5 − (−1)| < ε.

��2�341� limx→1 x2 + 3x − 5 = −1.
� :5*+ ,δ6��min{1, ε/6}�� ,� ε	�7�
"�& ε/6 < 1.�8� ε/6��


 .

�6 �� limx→2 f(x) = −3
5
,�� f(x) = x−5

x2+1
.

� |f(x)− (−3
5
)| = |x− 2|| 3x+11

5(x2+1)
| < |x− 2|2 < ε,��9: |x− 2| < 1& | 3x+11

5(x2+1)
| < 2.(

��;�
 x< 3�� ;;�
 x< 1�� .)��� δ = ε/2%	�1 |x − 2| < δ ⇒
|f(x) − (−3/5)| < ε.��$1�6� .

� :=%���>"� δ(8? ε=@ ,A x�@ ),��� x
�	�� ,�6���

|x − 2| < 1$ ,5BC�+ .

�� ��9:� �D!�	1� ,���
 :

lim
x→2

x − 5

x2 + 1
=

limx→2(x − 5)

limx→2(x2 + 1)
=

−3

5
.

����
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������� ,��� limx→c+ f(x)� x� c	
��� c(����
��� ),�

� limx→c− f(x)�� c�
��� c(����
��� )�� .

� c
����	��� ,������������� .(��� 2)�	 ,����

�� 	
��
! ,"���#$�%��� ,
������� ,"&�'��
�%�� (End Point Limits)�() .(��� 1)

�1 �# f(x) =
√

x2 − 4$ 2*���+ .

� ,'����� 	
{x : x � 2 or x � −2},'�
lim
x→2

f(x) = lim
x→2+

√
x2 − 4 = 0.

�2 �# limx→∞ 1
x2+1

.

� limx→∞ 1
x2+1

= 1
∞ = 0.

�3 (���� )�# limx→0+
x
|x|- limx→0−

x
|x|

� f(x)�.�
��/

f(x) =

{
1 �x > 0�

−1 �x < 0�)

�0 limx→0+
x
|x| = limx→0+ 1 = 1,
 limx→0−

x
|x| = limx→0−(−1) = −1.

4.3 �����?

	���12�3���4�� ,53��6�	 .7����'���$'�%
8�����$ ?
������9:;< ,��=�� ,����>�����
?���+?�@��� ,A�B���C��D , '���
� .�
����
$E ,$�FGH�
! ,�&���"# ,�
$�%>� .$
������I
JK ,�(LM��&�� ,'�#�����(N��O�P� ,�/)5*�+
O ,��,Q'���� (���
R-.���)5*()� ).���ST$�)

5* limx→0
sin x

x
- limx→0

ln(1+x)
x
���+
�UQ'�����V (Squeeze Theorem

)(����
/#��V ))
! ,�0 (p.88)� 1.
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��������

� f, g����� ,���� c��	
� ,��
����� .

lim
x→c

(f + g)(x) = lim
x→c

f(x) + lim
x→c

g(x)

lim
x→c

(f − g)(x) = lim
x→c

f(x) − lim
x→c

g(x)

lim
x→c

(f · g)(x) = lim
x→c

f(x) · lim
x→c

g(x)

lim
x→c

(f ÷ g)(x) = lim
x→c

f(x) ÷ lim
x→c

g(x),� limx→c g(x) �= 0

lim
x→c

n
√

f(x) = n

√
lim
x→c

f(x),� f(x) > 0�n����

� f, g����� ,���� ,� limx→c g(x) = l, limy→l f(y) = m,�

lim
x→c

f ◦ g(x) = f(lim
x→c

g(x)).

� f(x) < g(x),∀x ∈ N(c, δ)(	 c��� ,
����� |x − c| < δ�� ,�� δ���

�� ),�

lim
x→c

f(x) ≤ lim
x→c

g(x).

�������
 !"# :�$�������%��&
� (��'�� )(	

)�* .

���	
��


+�
�,�������� ,�	-./0��1 .
�

lim
x→c

(f ◦ g)(x) = lim
x→c

f(g(x)) = lim
g(x)→l

f(g(x)) = f(l) = f(lim
x→c

g(x)).

��2!3�� limx→c�
� lim g(x) → l.45���'� limx→c g(x) = l�6� .7

� , l'8!� f�89�� .

� 1:�
��� c
�±∞� ,:��� ,7� ,; ’	
� ’��∞� ,+!���<
∞−∞� ±∞

±∞����5��� .

� 2:�
���,=�
�
��� .
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���������������	
��	
 .�
�������
���x
���	
���	
�� ,�
�����	
��������������
������ .

������

����
������ ,
�
� ���!�"# .$����%�
�� ,�
&'(����)*+,-%� ,�./'0��1�23 .
��,-���$���� ,4��	
� (�56�������7��� ,	8

�$� )�9
:��� .

lim
x→c

x = c; lim
x→c

k = k, k.��

lim
x→0

sin x

x
= 1; lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1(
;p.88∼90)

lim
x→∞

1

x
= 0

�1 0 limx→1

√
5x−1
x2+3

.

� �<=>��?	
�� (����@ x( 1�! ),A�BC<"D#EF 0

�$%G
 .

lim
x→1

√
5x − 1

x2 + 3
=

√
lim
x→1

5x − 1

x2 + 3

=

√
limx→1(5x − 1)

limx→1(x2 + 3)

=

√
(5 limx→1 x) − 1

(limx→1 x2) + 3

=

√
4

4
= 1

�2 �� limx→∞ x2−2
3x2−7

.

� ������±∞��������� .	 limx→∞ x2−2
3x2−7

�
�����
�

� ,��� ∞
∞�� ,�����	
∞������� 1.��∞������� ,�



88 ��� ���—-��	
��
����

������� .���������∞	
 ,�����
������� ,��
������x2�

lim
x→∞

x2 − 2

3x2 − 7
= lim

x→∞
1 − 2/x2

3 − 7/x2
= 1/3.

�3 �� limx→1

√
x−1

x2−1
.

� ���������1�����0,�������	�� (x−1),���� .�


 ,���������� !" ,�����#$ ?%��� ,�&'(��)	
*+
,� !-����
��"�� ,�������� 0� ,��(
"�)	 .

lim
x→1

√
x − 1

x2 − 1
= lim

x→1

x − 1

(
√

x + 1)(x2 − 1)

= lim
x→1

1

(
√

x + 1)(x + 1)
=

1

limx→1 (
√

x + 1)(x + 1)

=
1

4

�
.� limx→c f(x)���� ,�/�$�0123 g(x), h(x)( f(x)��4
��

�5 c�67*��58���� ,�9:;<��=)>� .

���� (squeezing theorem)

��123g, h)
g(x) � f(x) � h(x),∀x ∈ N(c, δ)?@ ,� limx→c g(x) = limx→c h(x),�
limx→c f(x) = limx→c g(x).

���� A limx→c g(x) = l.�

|f(x) − l| = |f(x) − g(x) + g(x) − l| ≤ |f(x) − g(x)| + |g(x) − l| ≤ ε + ε, ∀|x − c| ≤ δ.

�B�C	*�"��D�A .E�� limx→c f(x) = l.

� :�
.F-�*�" g(x) � f(x) � h(x),∀x ∈ N(c, δ)�G67�� limx→c g(x) ≤
limx→c f(x) ≤ limx→c h(x),8����"� *�?�B���	HI5� limx→c f(x)

!"%#��5�JK .

�
:L=)� ,'��B�123 g, h�M����"*%�$NO+%, .PQ
R;%& 1.
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�1 �� limx→0
sin x

x
= 1.

�

������ ,�����������	
�� ,�	�� 0
0


��� .�� ,�


�����	�0,
���������� (x− 0)�� ,� sin x����� ,��

������� .��
�������� .������� !� .����"�
��#� sin x$�%&�' ,��$�!������' .

�()* ,+�,����-.� ,/�0x > 01 ,�2���.� :

sin x � x � tan x

∴ cos x � sin x

x
� 1

����34/ limx→0+
sin x

x
= 1.

0x < 01 ,�(��/ limx→0−
sin x

x
= 1.

�/� limx→0
sin x

x
= 1.
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� 1:�������� sin x
x
��	��� cos x
 1���
� ,����� .

� 2:������� ,������������ ,����� ����!	 ,"
#�$
�%��� .

�2 
� limx→0
ln(1+x)

x
= 1.

� &'� .(����� ,������)�)�)*+�� ,,��- 0
0
�./

�	 .0� ,1�)�)����0,.2)�)����,� (x− 0)�� ,� ln(1+x)

��345 ,6���,5�78 .9���:�,5��� .��;�0��
<=8 .,��������� ln(1 + x)�>����? ,�	����@ .A�
ln(1+x)

x
= ln(1 + x)

1
x ,1���� (1 + x)

1
x 
�B {(1 + 1

n
)n} �!&�"#$5 (+

x = 1/n�C% .)��B {(1 + 1/n)n}∞n=1��&
�'' (D 3�'' ),9�()�

B ,��� e(EF>���� .)�G$� .�G limx→0
ln(1+x)

x
= ln e = 1.
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� 1:�� {(1 + 1/n)n}∞n=1�������� (� 3��� )?��	
�� 4.6� 2o


� 1(p.100.).

�2:�������� ,���������
����� ,�	
�������
�

 .�����
���� .

���1 ���

�� limx→0
sin x

x
= 1,�� limx→0 sin x = 0.

� limx→0 sin x = limx→0 x · sin x
x

= limx→0 x · limx→0
sin x

x
= 0 · 1 = 0.�� .

� :�� sin x
�� �����!�	"�

 limx→0
sin x

x
= 1�� .#��$% .

���2 ���

�� limx→0
sin x

x
= 1,�� limx→π/2

sin x−1
x−π/2

.

� limx→π/2
sin x−1
x−π/2

= limt→0
sin(t+π/2)−1

t
= limt→0

cos t−1
t

= limt→0
−2 sin2(t/2)

t

= limt→0(−t/2)( sin(t/2)
t/2

)2 = 0 · 12 = 0.�&� t = x − π/2.

���3 ���

�� limx→0
sin x

x
= 1,������� .

a) limx→0
sin 2x

x
.

b) limx→0
sin2 x

x
.

c) limx→0
sin x2

x
.

� a) limx→0
sin 2x

x
= limt→0

sin t
t/2

= limt→0 2 sin t
t

= 2 · 1 = 2,�& t = 2x.

b)limx→0
sin2 x

x
= limx→0 sin x sin(x)

x
= 0 · 1 = 0.

c) limx→0
sin x2

x
= limx→0 x sin x2

x2 = limx→0 x limt→0
sin t

t
= 0 · 1 = 0.�& t = x2.

� :�& a)
'()*+��'� 1,,-� 2,�./�0 .�'1*+
�� ,2�

.�3'#� ,�45� . limx→0
sin 2x

x
= limx→0

2 sin x cos x
x

= 2 limx→0 cos x limx→0
sin x

x
=

2 · 1 · 1 = 2.

���4 ���

�� limx→0
ln(1+x)

x
= 1,�� limx→1 ln x = 0.

� limx→1 ln x = limt→0 ln(1 + t) = limt→0 t · ln(1+t
t

= limt→0 t · limt→0
ln(1+t

t
= 0 · 1 = 0.

�� ,�& t = x − 1.

���5 ���

�� limx→0
ln(1+x)

x
= 1,�� limx→0

ex−1
x

.

� limx→0
ex−1

x
= limt→0

t
ln(1+t)

= limt→0
1

ln(1+t)
t

= 1

limt→0
ln(1+t)

t

= 1/1 = 1.�� ,�&

t = ex − 1.
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� :�� ln x������������	
��
����������	
limx→0

ln(1+x)
x

= 1�� .��
�� .

���6 ����		
 limx→0
ln(1+x)

x
= 1,�����	


a) limx→0
ln(1+2x)

x
.

b) limx→0
ln(1+x2)

x
.

c) limx→0
ln(1+x)2

x
.

� a)limx→0
ln(1+2x)

x
= limt→0

ln(1+t)
t/2

= limt→0 2 ln(1+t)
t

= 2.��� t = 2x.

b) limx→0
ln(1+x2)

x
= limx→0 x ln(1+x2)

x2 = limx→0 x limt→0
ln(1+t)

t
= 0 · 1 = 0.��� t = x2.

c)limx→0
ln(1+x)2

x
= limx→0 x ln(1+x)2

x2 = limx→0 x limx→0(
ln(1+x)

x
)2 = 0 · 12 = 0.

� :�� �
��� ,��	
! ,���"
��#�� ,��$%&�����
0'����(��	
����) .

����	
�����
��

�� �	
� limx→c f(x) = l,� limx→c+ f(x) = l	 limx→c− f(x) = l

(*+ :#�����	
�,��-�
.�/0�	
�,	�� .)

� i)(⇒)&x → c��x → c+1x → c−,�23��45 .

ii)(⇐)��# (�6� )	
$45 ,��7�	
8$�, .��69	
:�, 

$��! ,��
�� ,�	
!$�, .

�1 � f(x) = x
|x| ,� limx→0 f(x).

� f(x)�;#��"4

f(x) =

{
1 
x > 0!

−1 
x < 0!)

�2 limx→0 f(x)$�, .(&�	
$���	
 .)

� : 
#� <=�%$���> .

�2 �?� limx→1
x2+ax−3b

x−1
= 5,��@�a, b�A .

� &�BC�C%C)D	
 ,C%��&�0,E�F�'	
�, (G<�5)H

�FC�!�&� 0(��% .E� 1 + a− 3b = 0.��a = 3b − 1#)�'IJ�K
*&��� limx→1(x + 3b) = 5.�2 b = 4/3, a = 3.
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������

����� f������ limx→c f(x)����� d,������ d������
limx→d f−1(x) = c.

� ;	�	
�
���
��� .(��p.95����
�� .)

� � limx→1− sin−1 x = π/2, limx→∞ tan−1 = π/2.

4.4 ���������	?

������
������ .

1o.�����

Let f(x) be a real function defined on an interval I containing c. We say that f is
continuous at c if limx→c f(x) = f(c).

����� f(x)����� (���� I� c)�� c��� ! limx→c f(x) = f(c)"

#$ .��� ,%���� f� c����&����� c���& f(c).���� c�

����'� � c���&$ ,( %���
����)�*�� ,	����
+,-.
����—/� c0��1%2����&�)3� f(c),�
�4��

��� .

52,��� ,��6�1�� .

i)!��� f� c�
�$ ,�
��� f
 limx→c f(x) = f(limx→c x) = f(c),�� f

7 limx→c(���� )		� .

ii),����� (�4
���� )�89 limx→c f(x) �= f(c) ,!"
� limx→c f(x)

4��# f(c):�� (� c4�������� ).

2o.�����

$ limx→c f(x) = l,�∀x ∈ (c − δ, c + δ), f(x) ∈ (l − ε, l + ε),�� δ, ε������%

� .	����& f(x)��%&� l,!x;� c�<!
��$ .

3o��	
�
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���������� ,����	
�������
� :� limx→c f(x) = l,�

∀x ∈ (c − δ, c + δ), f(x) ∈ (l − ε, l + ε),	� δ, ε�������� .��� ε = 1� ,�

|f(x)| < |l| + 1,∀x ∈ (x − δ0, c + δ0)(� ε = 1, δ
���� ,�� δ0�� .)�����

� f(x) c�!"�����
�# |l| + 1�$ .

4o����� (Persistence of Sign)

�� �%f(x) �& [a, b]��� .� c ∈ (a, b),�'�( c���)	�*�+f(x)

,- f(c).� .

� /012� .

	 limx→c f(x) > 0����$ ?


 ���f(x) c�3��
4+$� .$5f(x)�
�60	74 ,8�
(2


0479	 .��:;�<=�>���( c���N(c, δ)) f(x) > 0,∀x ∈ N(c, δ).

5o.����
��

(

� ,?��@AB�(�(�ABC�(��D�
�� , �E!F"#�
C� ,���$G�(HIJ .K ��%�&��'(��
L9 .
i)� limx→c(f(x) − g(x)) = l > 0� ,� f(x) ≥ g(x),∀x ∈ (c − δ, c + δ)

ii)� limx→c(f(x) − g(x)) = l < 0� ,� f(x) ≤ g(x),∀x ∈ (c − δ, c + δ)

iii)� limx→c
f(x)
g(x)

= 0� ,� f(x) ≪ g(x),∀x ∈ (c − δ, c + δ),	�≪� ’�M� ’�$ .

iv)� limx→c
f(x)
g(x)

= ∞� ,� f(x) ≫ g(x),∀x ∈ (c− δ, c + δ),	�≫� ’CM� ’�$ .

.�/ ,(

� ,?��@AB�(�7�AB)�(�ABND�*OP , �
E!F"#�)N ,���$G�(HIJ (���+IJ ).K8 %�&��'(

�+���
L9 .

� limx→∞
f(x)
g(x)

= 0� ,� f(x)7�Ag(x)7CN�� ,"xQ,C� .

� limx→∞
f(x)
g(x)

= ∞� ,� f(x)7�Ag(x)7C)�� ,"xQ,C� .

6o.����������� (End Behavior Models)
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�x��±∞� (�x�������� )�	��
������
����
�

��� .	
��������� .���������� (asymptotes)���
�

�� (����������� ). (�� � )

������

i)! f, g�"
� .� limx→∞
g(x)
f(x)

= 1,�� g�# f���$������% .

ii)! f, g�"
� .� limx→−∞
g(x)
f(x)

= 1,�� g�# f���$������% .

� :&'� ’(��� ’�)� .*��&'+ ,�,	-��()� (����. .)

�1 /0�12�����3���� ,�x�������� ,��� x2

a2 − y2

b2
= 1

4��"���x/a ± y/b = 03� limx→±∞
f(x)
g(x)

= 1��� .

� 	�567%��
�� ,� y = ±b
√

x2

a2 − 18 y = ±bx
a
.9	
:0� g(x),+

0� f(x),�; limx→±∞
g(x)
f(x)

= limx→±∞
b
√

x2

a2 −1

b x
a

= 1.��<=>
 g(x)��# f(x)�

$������% .
�? ,���6%!@A���BC ,"D���E#	 ,A��9�
��� ,3
F�	G .H�I � .

�2 $J K
���8������% .
a)f(x) = 2x5+x4−x2+1

3x2−5x+7
b) g(x) = x + e−x

� a)<��x������ ,f(x)4 2
3
x3�
�&'%� 1,L<=>
M&
��

�4
� 2x3/3�$��������% .

b)<�� x��� ,g(x)4 x�
�&'%� 1(; e−x → 0),L<=>
M&
��

�4
�x�$�������% .<��x��� ,g(x)4 e−x�
�&'%� 1(;

��� e−x
x'(�N ),L<=>
M&
���4
� e−x�$�������

% .

�3 $J�K { 3n−4√
n3+2n+5

}�&' .

� O�������) .<�� n��� ,M&�K�,�-4 1
3n1/2 �
�

&'%� 1,L<=>
M&�K4�K { 1
3n1/2}���$������% .L

limn→∞ 3n−4√
n3+2n+5

= 0.



96 ��� ���—-��	
��
����

4.5 ��������	
�?

������������	 ,������
���� (continuous functions.)�

�
���������� .

�������

f is a continuous function on its domain if it is continuous at every point in its domain.

�� ,�������������� ,��������� .�� ,�������
����� .( !"#�$��%	&
�'�����$ (()�*+�� )).

,�-�������
�#�$ ,��!
�'����$ ,�.�/#�0��
��������12 ."3 ,�����������45��6���	789
����
���� .,��:� ,�����������4�;
���� .

�����<����4� sin, cos38��'����;�������4�� .(


.=�>�?���0@� (p.125)).

-��0�����-�0��� (continuum)—	�� (no gap)0� .����A

��B'�C��B .(D�E	0�F�����Gp.96.)

�1 � f(x) = x
|x| ,H f(x)"�"���� ?

	 ,� f(x)���1

f(x) =

{
1 �x > 0	

−1 �x < 0	)

�Ix = 0�����4 ,J f� 0K��� .( f((0)+�� )

L ,,����0!M-�'������
�!��$�#�$ ,�.����
�!���4;�� .

�2 N f, g
O-�� ,��P1 ," limx→c g(x) = l, f(x)�� ,#$

lim
x→c

f ◦ g(x) = f(lim
x→c

g(x)).

	 ,��0���8P1���� .


������
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���� f�������� ,����������� . (�����		���

���	�
�
��� .)

� ∵ f(f−1(x)) = x, ∴ limx→d f(f−1(x)) = f(limx→c f−1(x)) = d,(��
� f���


��������
 )�� limx→d f−1(x) = f−1(d).��
 f−1(x)�d��� .

����� (Intermediate Value Theorem)

���� f��� [a, b]��� ,� f(a) < f(b),�
�� k ∈ [f(a), f(b)],�� c ∈ [a, b]

�k = f(c).

�� ,�����

� 1:���� k�� ����! (� ���!���" .)��#$	���

% .&������ c�'(�)� .
� 2:*k = 0+ ,��!#$,�-.�/��0�01��	��
#$ .(2��


 ?)

�� -�	
��� (Max-Min Existence Theorem)

If f is continuous on a closed interval [a, b],then fattains both a maximum value and a
minimum value there.
"� ,� f���� [a, b]���� f�3���4��5!���! .

67� ,�5!���!����8
 ?��� ?���9):; 5.5�<�� 
 .

�� � (-.��)=�>?!��� .)
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� :���������������	
��
�������� ,�����
�
	
��� .���� ,���������	����� .(����
��

� ,����
������ , ��� .

�1 �! f(x) = 2x2 − 3x + 1x��� [−1, 4]�"���#��� .

� $����	 ,%�&'�%������ .(� f(x) = 2x2 − 3x + 1)*+

f(x) = 2(x − 3/4)2 − 1/8.�, f(x)-���−1/8.x = 3/4/ ;-��� 21.x = 4

/ .

� :0�������1�'
�	2,��3 , �4�5�
 .�6789)*
7�: !�;�*7< .=>?=��8�	%�!����#���	"��
��� ,@�1�'
�#7$A , %B9&'���& .C� ,-<�D�� ,:
6=� ,��0�-'�E ?F�0�
(G-H-�D��)*#I=�"6 .�
�'
J	@+�,- !�	K�.9/L0	J1 ,M��	���&�2N� .

�2 �! f(x) = 3 sin2 x + 4 cos x"���#��� .

� ���	 ,%�&'�%������ .()* f(x) = 3(1 − cos2 x) + 4 cos x =

−3(cos x− 2/3)2 + 13/3.�,. cos x = 2/3/%�&'-���13/3;. cos x = −1/

-���−4.
� :O�P���"3 ,K4����x
+ cos x�Q .R5�M��	 | cos x| ≤ 1�

�ST� .

�3 �! f(x) = 3 sin x + 4 cos x"���#��� .

� $����	 ,%�&'�%������ .(�f(x) = 3 sin x+4 cos x�+U�

&'3 f(x) = 5 sin(x + θ),�� θ = sin−1(4/5).�, f(x)-���−5.x + θ = −π/2

/ ;-��� 5.x + θ = π/2/ .

�1:�V�W�
�����8> :��������&'X-���A��� ,�
O��Y6��� ,Z7 sin# cos�	��&' ,�H8��� ,)*���[�
� .��O�9.6 f(t) = 3t ± 4

√
1 − t2,��\S�: t ∈ [−1, 1],∵ t = sin θ.R5 ,±

"]7; θ�<�^T�� .
� 2:0�	"_�9�+U�&'#)* (�)+U` )-a=)�b8 (��>�

c'�*���c'"c�?@ ).

�4 � f(x) = x2+3x+1
2x−1

.�� 2 ≤ x ≤ 3"T�d ,!2'M[P&' |f(x)| ≤ M .
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� ������������ ,��	���
����
 : f(x) = x
2
+ 7

4
+ 11/4

2x−1
.�

� |f(x)| = |x
2

+ 4
7
+ 11/4

2x−1
| ≤ 3

2
+ 7

4
+ 11

4
= 50

12
.(�

�x�3	 ,�

�x
�3	�

���
��� .)��M = 50
12
������ .(������p.59
�������


�� .)

� :��
�������� [2, 3] !"���� ,#���$��%&��% ,�

�'�� ,(�)�"�*�� .'����+,��-�$ .�� ,�)$�.�
M/	" .

4.6 ����

1o�������	
��
��
�?

(0��1�����23�4*% ,� '���523�%�!"
6 ('�#

������53���7 ),8$9:!54*%���;���523�� .<

�=>%?�@$<��� .

� �� f(x) = tan x
x
&A�x = 03��� .�B�C'9: f(0)� f�x = 03�

� .

� � f(0) = 1,��

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

tan x

x
= lim

x→0

sin x

x

1

cos x
= 1.

'�# f(x)�x = 03�� .

� :�1(0���� f��x = c3�4* l6 , �����53��� ,��=
DEFG9: ,������ ,(�� f(c) = l�H .���4*���I�����

��(�=�* .

2o.���	��—-
�����	��

�����

1�J (Sequences of Real Numbers)KL1��
���J (�)*1�M +

, ){an}∞n=1 = {a1, a2, a3, · · · , an, · · ·}.�
an�!5�J�"�N-OnN .Pn → ∞
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� , an → l, (�� l��� ,�→����� ),��	�
 {an}∞n=1��� l,���


limn→∞ an = l�� . l����
��� .

������ ,��
���� :

(1)���� ,	��
� ,��
�������� ��� ,!��
�"# ,$


%&
��������� .'()&%�*�#+&,
��������
� !�
$� ’�� ’(tends)�	
��-� ,�)���� .
�.�/����

� ,0,�1��2)�3�� :

∀ε > 0,∃M > 0 � ∀n > M, |an − l| < ε.

�+ ,45an���� l(�+ |an − l| < ε�� ,�� ε�6�7� ),0�4n8�9 (

0�n > M�� ,��M�:;�97� ,�$��
< ε�� .)

(2)	�
���=���� ,>?��
������ .@
�"#��
� ,;


� � ,���0���;A�B1 ,&

����!�9"C�
�#�� (%

���#D# .!�E#FG���-� (�@�����H�� )�I ,;� � .)

sequence

(3) n → ∞�n����J6	�7�M$9�KL��� ,�
�% ,&+���

'� ,M 1/n → 0$4����(N��) .��*��� ,1/n�)�� 0+,�� (


�-��� )
 .

(4)�������� lOP�,
 ?DQ-R��
 ,S�)�TU,
�� .�V

�� .

(5)	
��51�$�./W (Algorithm),	��
��1 .�
	
�&0�X

�91�2./WY3 (�Vp.44).Z��V ,�
�?44 .

(6)P��5@����6�� ,
�����7��6��8'��[ ,��\�

0]]79� .�������:; (+� n�9�� ),+%4���� (�+�

n → ∞�	��� ),$,��^G6� ’�< ’,"��=��
A�4 ,�) ?S�


_��
����>`� ,a�./W���	? .

�1 �an = (−1)n1/n,������������ 0,� limn→∞(−1)n1/n = 0.

�2 � an = (−1)n,������������ ,� limn→∞ an������	� (

��
 1�−1�
���� ),��������� .
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� 3 � an = rn,�� r����� |r| < 1,����	�
����� 0,�

limn→∞ rn = 0. (� |r|n = ( 1
1+h

)n < 1
1+nh

→ 0,
 n → ∞� ,�������

(Bernoulli)��� (�����p.16),�h���� .�� r = 1
1+h

< 1).

��������	?

A bounded monotonic sequence is convergent.��������� .(������ 

!�	 )

�
��"#���� �$
%	&�� ' ;�
��#
�����#��
��"#���� ( .���������)*�� ,+,--��.#�#��
�
	�� ?/#0��
��� .
� :����#
����$ �	1���2	�� ( ;� |an| < M(��M�

�� .)


1 �� :�� {(1 + 1
n
)n}∞n=1���34	�� e.

� i)������ :(1 + 1/n)n < (1 + 1/(n + 1))n+1,∀n ∈ N.

an = (1 +
1

n
)n = 1 + (

1

n
)n + (

n(n − 1)

2!
)(

1

n
)2 + · · · +

+
n(n − 1) · · · 321

n!
(
1

n
)n

= 1 +
1

1!
+

1

2!
(1 − 1

n
) +

1

3!
(1 − 1

n
)(1 − 2

n
)

+ · · · + 1

n!
(1 − 1

n
) · · · (1 − n − 1

n
)

an+1 = (1 +
1

(n + 1)
)(n + 1) = 1 + (

1

(n + 1)
(n + 1) + (

(n + 1)n

2!
)(

1

(n + 1)
)2

+ · · · + (n + 1)n · · · 321

(n + 1)!
(

1

(n + 1)
)(n+1)

= 1 +
1

1!
+

1

2!
(1 − 1

(n + 1)
) +

1

3!
(1 − 1

(n + 1)
)(1 − 2

(n + 1
)

+ · · · + 1

(n + 1)!
(1 − 1

(n + 1)
) · · · (1 − n

n + 1
)

5	�$ 6��78�an < an+1∀n ∈ N.
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ii)������� :(1 + 1/n)n < 3,∀n ∈ N.

an < 1 +
1

1!
+ · · · + 1

n!

< 1 + 1 +
1

2
+ · · · + 1

2(n−1)

= 1 +
1 − (1

2
)n

1 − 1
2

= 3 − (
1

2
)n−1 < 3.

������ {an}������ ,	
���������
� .

� 1:�������� ,
����	�� ,�������� ,� e
� ,���
2.718281.����������
� ,� !"

e � lim
n→∞

(1 + 1/n)n.

� 2:	����# limx→0(1 + x)1/x = e,$�x�%���
� .

� 3:	&'��()* 25) .

�2 (Fibonacci Numbers(��� )) +x0 = 1, x1 = 1
xn+2 = xn +xn+1�
 :�

�{xn+1/xn}��,-�
� .

� i)������
./�� :	�+#

xn+1

xn

=
(xn + xn−1)

xn

= 1 +
1
xn

xn−1

, (∗)

�� xn+1

xn
> 1
 xn+1

xn
< xn

xn−1
, ∀n ∈ N (∵01�2�3���3�451�2�3�

�6�%7 .)

ii)	 i)8��
���������9�� ,
�
���α,�	� (∗): ,;�<


�#α = 1 + 1
α
.=#α = 1+

√
5

2
(�>�$? ,@α > 1.)

� :���������;74�
�A����4 (Golden Ratio)���1.61803(=

(1 +
√

5)/2).���� {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, · · ·}��� B!���� .

3o�����	 (Math of Approximations)
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��������	
 ,������
�������	� .���
�����
�� ,���
�����
 ,����	��� .
������ .������ 
�
�!����
�"#� .
$% :&�'(� ,��
������)� ?���*�+ .�,'(�#���
-. ,��/ ,'(�������0�12/� .34)��� ,536�7 ,��
#8��9��-./� ,�79�"# .:� ,�7�����	
	;, ,<=8
�> ,?8���@� ,9��AB��� ��� .%C� ,5 ��A�!D ,�
�E�
� ?
FGH�I"��(�����%C :5 limx→c f(x) = l,���J x → cK'(�

x, c
@��%C .LM/x#�N�/(� ,= c#��N�/(� (KO� ).'(

�/P��#5 @� ?���Q��RC .
Sa, b�'(� ,a ≈ b(TUV(�a��(� b)5 OW ?���X$Y*��#�

4� .%� ,&Z'��#�4�� ?(�/��2��#[ �(�)�#[��
��� ,5 a\ b/���n)(�7 ,���] |a − b| < 10−n#/ ,��n*^#=

O .

i)������

_(�`�+,-.� :an ≈ bn(.K limn→∞ an = limn→∞ bn) � |an − bn| < ε,�a/

��nbc (�� ε�&0d� ).XK an\ bn���1#��� an\ bn/�(2&

0d� ,?#na/�7 .��/ ,?#na/� ,3�:�4 an\ bn�&0@� .5
��-6 ,e_(�`+,�7��..A5fg-6 :

an ≈ cn, bn ≈ dn ⇒ an + bn ≈ cn + dnYna/�7

an ≈ cn, bn ≈ dn ⇒ an − bn ≈ cn − dnYna/�7

an ≈ cn, bn ≈ dn ⇒ an · bn ≈ cn · dnYna/�7

an ≈ cn, bn ≈ dn ⇒ an ÷ bn ≈ cn ÷ dnYna/�7

�`/8]� bn\dn
�2 0.
9 :$hp.41/�D�7�:��ij .

�����	
��
����

��k���/@��#[ .B��D�����l	
(� .m�D��	��;
#[ (5

√
2, e� ),#(�<�7 ,
=��(�#[�>�)��(�n��kb

o? .�2p)�)(�'�q� ,��O�rq ,s�*(���=O .3Ltu�
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����

����������������� ,�	
�� .�	���
�
�����
�� ,�	

� .

����a, b�����A,B���������Δa, Δb�� ,� |a − A| < Δa, |b −
B| < Δb,��Δa, Δb�� 10−n�������� n�! ,�
i)

|a ± b − (A ± B)| ≤ |Δa + |Δb||
ii)

|ab − AB

ab
| ≤ |Δa

a
| + |Δb

b
| ⇔ |ab − AB| ≤ ab(|Δa

a
| + |Δb

b
|)

iii)

|
a
b
− A

B
a
b

| ≤ |Δa

a
| + |Δb

b
| ⇔ |a

b
− A

B
| ≤ a

b
| ≤ |(Δa

a
| + |Δb

b
|)

�� �A = a − Δa,B = b − Δb,"�������E! ,�
i)

E = |(a ± b) − (A ± B)| = |Δa ± Δb| ≤ |Δa| + |Δb|
ii)

E = |ab − AB| = |ab − (a − Δa)(b − Δb)|
= |bΔa + aΔb − ΔaΔb|
≈ |bΔa + aΔb|

∴ |E
ab

| ≤ |Δa

a
| + |Δb

b
|

iii)

E = |a
b
− A

B
| = |a

b
− a − Δa

b − Δb
|

= |a
b
− a

b
(1 − Δa

a
)(1 − Δb

b
)−1|

≈ |a
b
− a

b
(1 − Δa

a
)(1 +

Δb

b
)|

≈ |a
b
(
Δa

a
− Δb

b
)| ≤ a

b
(|Δa

a
| + |Δb

b
|)

�1 �
√

2 = 1.41421 + Δ1,
√

3 = 1.73205 + Δ2,��Δ1,#Δ2$��� .�%
√

2 −√
3,
√

2
√

3�
√

2 ÷√
3��� .
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i) |(√2 −√
3) − (1.41421 − 1.732051)| ≤ (|Δ1| + |Δ2|)

ii) |√2
√

3 − 1.41421 · 1.732051| ≈ |1.732051Δ1 + 1.41421Δ2|
iii) |√2/

√
3 − 1.41421/1.732051| ≤ 1.41421

1.732051
(| Δ1

1.41421
| + | Δ2

1.732051
|).

� :����� ’������	 ’
� (p.41).

�2 ��� (
√

430+72+ 3√7.5)
2.75

�	
���
��� ?���

������ ,������� .
� ������������������������ ,���
�����
�� .���� 	� (20 + 72 + 2)/3!��" 30.�#�$�%�"&���%

93.448# ,�'������� ()�
*!"+� ,����,���� ,��
�

�-#�. .�/����
*�0$1� ,$2�� .3�
%4"&&�
% 34.434# ,�5��'����
��6� ,7��8
0
�&�- .

�2 9x, a, y, b ∈ R,� |x − a| < ε, |y − b| < ε,�: ε > 0.

a)�' |xy − ab| < (|a| + |b|)ε + ε2

b)�' |x2y − a2b| < ε(|a|2 + 2|ab|) + ε2(|b| + 2|a| + ε3)

� (
;<(�)$*= :|a ± b| � |a| + |b|)�+9>" |x| − |a| < ε ⇒ |x| < |a| + ε.
a)

|xy − ab| = |xy − xb + xb − ab| � |x||y − b| + |b|x − a| < |x|ε + |b|ε
< (|a| + ε)ε + |b|ε = (|a| + |b|)ε + ε2.

b)

|x2y − a2b| = |x2y − a2y + a2y − a2b| � |x2 − a2||y| + |a2||y − b|
< (2|a| + ε)ε(|b| + ε) + |a2|ε
= ε(|a2| + 2|ab|) + ε2(|b| + 2|a|) + ε3

� 1:��'?: ,��@+A9�,=
B� .%�5B� ,�' a)-C#���.

xb
D�E?+� ,F�GH/� .�'b)-C#0I .

� 2:JKC
LM ’6�� ’��N ,OIP�Q���RA . �P
�B��1�
�
S23 ,TGH�� .

ii)�����	
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��������	� :f(x)≈ g(x)(�
 limx→c f(x) = limx→c g(x)) � |f(x) − g(x)| <

ε,� c���� (c − δ, c + δ)
� (�� ε����� ,� δ����� ).�
 f(x)�

g(x)��������f(x)�g(x)��	
���� ,��x�� c������ .�

�� ,��x��c������ ,����
f(x)�g(x)����� .����� ,�

�����������	 !"#�� :

f1(x) ≈ f2(x), g1(x) ≈ g2(x) ⇒ f1(x) + g1(x) ≈ f2(x) + g2(x)�x�� c������$

f1(x) ≈ f2(x), g1(x) ≈ g2(x) ⇒ f1(x)− g1(x) ≈ f2(x)− g2(x)�x�� c������$

f1(x) ≈ f2(x), g1(x) ≈ g2(x) ⇒ f1(x) · g1(x) ≈ f2(x) · g2(x)�x�� c������$

f1(x) ≈ f2(x), g1(x) ≈ g2(x) ⇒ f1(x)÷ g1(x) ≈ f2(x)÷ g2(x)�x�� c������$

�%��&� g1(x)� g2(x)��
 0.

� 1:��� ,�������������'(��)* ,�	+
� .
� 2:(#,-.�/��0��
�� ,1��2�3�(4����� .! p.125
� ����5p.169��678� .

4.7 ����

93-:;������ ,<�=!"��>���? .��(;���@A2 ,B
�C#$��%D����=EF� ,!#$&'�G#$���G#$((�G
#$�)�G#$H	�G#$*I�G+,-.// ,8�!" .

i) #$&'� (local continuity):0 limx→c f(x) = f(c),�
 f(x)� cJ&' .�
1

�� f(x)� cJ�(KL����� .

ii) #$��� (local approximate):0f(x)� cJ&' ,�f(x) ≈ f(c),∀x ∈ (c− δ, c +

δ, )�� δ > 0����� .

iii) #$((� (local boundedness):0 f(x)� cJ&' ,� |f(x)| < |f(c)| + 1, ∀x ∈
(c − δ, c + δ, )�� δ > 0����� ,ε<�M� 1.

iv) #$�)� (local sign-persistence):0f(c) > 0,�f(x) > 0∀x ∈ (c− δ, c + δ),��

δ����� .�
0 f(c)��$ ,f(x)�� c�������� ,��N) .
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v) ������� :a)� limx→c(f(x) − g(x)) = l > 0� ,� f(x) ≥ g(x), ∀x ∈ (c −
δ, c + δ)

b)� limx→c
f(x)
g(x)

= 0� ,� f(x) ≪ g(x), ∀x ∈ (c − δ, c + δ),��≪� ’��� ’�	 .

c)� limx→c
f(x)
g(x)

= ∞� ,� f(x) ≫ g(x), ∀x ∈ (c − δ, c + δ),��≫� ’��� ’�	 .

vi). 
���	

���� (End Behavior Models)

�x�
±∞� (�x�������� )������
��������
��

��� .
� :�����������������
� !" .

��������	

#� limx→c f(x) = l� f(x) − l → 0,$% x − c → 0� .�&
��
'� (()

p.62)�� ,*�� f(x) − l�� ’+� ’(x − c)�	 .*,+��-��+
��.�

!�+��/0 .(�)p.132�1� .)��2 !!���3 ’45 ’,"�#$��

��
���� !

��������	


��� f(x)����� ,�	�D ⊂ R.
����k,� limx→? f(x) = k?


��������—-���� c� k���� ,
������������ ,�
����� 	�!�� f(x)
���
� .

"�#�$��%��&'( (f(x) − k) = 0��$ .��)� k��*� f(x)��

�� .
+��,-������.�/01 .

limx→c f(x) = 0���
�

�� limx→c f(x) = 0�� 0��� 0.�� f(x)�23� 0,45x23� c� .5��

���6���� f(x)�� 0����7 .%�8����� 0�6�9:� ,�;

.<��=>? .@ limx→c
f(x)
x−c
��A ,<	B�� 0. (	CD�E .)

��������������

"?�F���� !�AG"E#H$ ,"I��J% ,
K���AGLE ,3
A�����K?H ,MN��O� ,<&�PQ'RS .�F�����AG"
E ,�
(���)*T�+,�;.A .��/��F���UV-
. ,<2/
�$(����A�	 ,-W�0��$X</Y1Z .2� ,[(��-�F��
��A�\?���$ ,!�3�45�� .(��<��]%���^_�F��
� ..
6&()*(�� ,���`a7>(������8b ?
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����

��������	
����
��� ?

i)���	������ ?

��	������������	�������� ,���	 �
��

! ."�	 �#��! ,$������% (& f(x) = sin 1

x
)� ,'(0/0)k/0*�

(�+ k �= 0),�,-.�/�-�0	��� .�+1�%2,(#�3	�� ,�

���1��4±∞.��5% (6	
��#7�1�� )�,89�1:� ,;�

�<9�=> .

ii)��?������1���% (@#A��	
�������� ),B�	 

���� ,&��1�� �� .C�D+��	���B��E	 ���,��
 � ,��3����8�#�F�� ��� .#G��	, ,!�HI���(
#�� ,J�����K"LM���� .4�$N�� ,
#�#O<��#�$
	
� .%&89��>&	�L��P@,9% .Q� ,���) �	
� ,2�
�'��	R
(?���� .)& ,�S& T�	��
*+#�#,���	
UVK<-#� ,B T�	���,./W	U��X ,��01Y*	Z[�
� .

iii)����	
�� ,L �	23'#4��,�\V	<-�X ,��5]�

�+@6�	UV<- ,�� ’��#789� ’.��1 ,�:E �1;<
#^
_1� ,?:E=�
+(>� ,��	�3'?��	 �3`\a�
�	9b
=�-@ .

iv)&�5S&IcV	$P! ,��d�	$P��A�@�� .BL9� �	

$PJ��CX�	$P��A�M'�D>� .eA��	
�'�	 9b�
�fU"	
� (!/89� ).�g&7h�	7[ (!/iE� )2j'F��1


� �]F .

4.8 ���

1.�8kG�� .
a) limx→∞ sin x

x
b) limt→0

tan 2t
sin 2t−1

c) limx→2+
x2+1)[x]
(3x−1)2

d) limx→∞(1 − 5/x)2x

2.HI8k1��#�3 .
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a) limx→∞ sin(x + 1/x) b) limt→3
tan |t−3|
sin(2t−6)

c) limx→2
(x2+1)[x]
(3x−1)2

d) limx→∞(1 + 5/x)x2

3.������������	� ?
a)
� ε > 0��� δ > 0, 0 < |x − c| < δ ⇒ |f(x) − l| < ε.

b)
�� δ > 0,��
�� ε > 0
�

0 < |x − c| < δ ⇒ |f(x) − l| < ε.

c)
�����N ,�
�����M
� 0 < |x − c| < 1/M ⇒ |f(x) − l| < 1/N .

d)
�� ε > 0�
�� δ > 0,
� 0 < |x − c| < δ�

���x, |f(x) − l| < ε�

� .

4. a)��	 limx→1
x3+ax−3b

x−1
= 2,
���a, b�� .

b)
���a, b
 limx→0

√
ax+b−2

x
= 1�� .

5.
����

f(x) =

{
1 �x�����

−1 �x�����

���
� .

6.
� sin x, cos x R!�
��� ." tan x, sec x#$R!�
���� ?

7.
���%��� .
a) f(x) = limn→∞(1−x2

1+x2 )
n b) f(x) = limn→∞ 2

π
tan−1 nx

c) limx→∞ x
[x]

,�� [x]�&��� ('�(���� .)

8.�

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−1, �x � 0�

ax + b, � 0 < x < 1�

1, �x � 1�


��a, b��
 f(x)��
� .

9.
���� c�� ,
��

f(x) =

{
x2 + 1, x < 1
cx + 3, x � 1
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���� .

10.�����a��� f	R
�� .

f(x) =

{
x − 1, x ≤ a

x2 − 3, x > a

11.�� limx→c f(x) = l�f(c)��
 ,��f	� c������
��� (bounded).

12.�����	

��� a) limx→c(f(x) + g(x))�	 ,���� limx→c f(x)
 limx→c g(x)��	 .

b) limx→c(f(x) · g(x))�	 ,���� limx→c f(x)
 limx→c g(x)��	 .

13.����������� (�����	
�
���� ),
��� .
a) f(x) = x−1

2x2−5x−3
b) f(x) = x2−2x

x+1
c)f(x) = sec x

14.��
���� ?
a)� f, g��������� .
 f ◦ g�� ,� f, g���� .

b)� f, g��������� .
 f�f ◦ g�� ,� g��� .

c)� f, g��������� .
 g�f ◦ g�� ,� f��� .

15.�F,G���� !���� c�x(�"#�� c)�$ 0 ≤ F (x) ≤ G(x).��


limx→c G(x) = 0,� limx→c F (x) = 0.

16.��
 |f(x)| < B! |x − c| < 1� limx→c g(x) = 0,� limx→c f(x)g(x) = 0.

17. ���������%&'��& .
a) f(x) = 4 sin x + 3 cos x, x ∈ [π/3, 2π/3] b) f(x) = x2−x+3

x2+5
, 2 ≤ x ≤ 5

c)g(θ) = sin2 θ(1 + cos 2θ), 0 ≤ θ ≤ π/2.

18. ����� f(x)�(	x = 0�#�� .)*�+��
 f(0)� f	x = 0��

� .

a) f(x) = sin 2x
x

b) f(x) = (x+2)3−8
x

c) f(x) = 10−1/x2
d) f(x) = x/|x|.

19. � f(x) = sin πx
x(1−x)

,�, 0 < x < 1.

a)�	x = 0, 1��
 f��	 [0, 1]
�� .

b)	-� a)�. ,�� f	 [0, 1]
��%&���& .

c)�� y = f(x)�/� .
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20.����� sin x = x − 1� [0, π]����� .

21. a)	� f(x)
�� x ∈ R��
 ,�� x = 0��� ,�
�� x, y ∈ R��

f(x + y) = f(x)f(y),���� f���� .

b)	�f(x)
��x ∈ R��
 ,��x = 0��� ,�
��x, y ∈ R��f(x+ y) =

f(x) + f(y),���� f���� .

22.�a��� limx→∞(x+a
x−a

)x = e�� .

23.�������� ?
a) { (−1)n

n
} b) {n[1 − (−1)n]}

c) { sin n
n

} d) {(1 + 2
n
)n}

e) {n sin n
n2+1

} f) { ln n√
n
}

24.�	�������������
� .
a) n2

n3+1
b) (n+1)(n+2)

n2·2n

c) n(1−n)/n d) 2·4···2n
4·7···(3n+1)

25.����� !" ,����#�
�$ .
a) an = (1 + 1

n
)n/2 b) an = (1 + 1

3n
)n

c) an = (1 + 1
n
)n+3 d) an = (1 + 1

n
)2n

e) an = (1 + 1
n
)n2

f) an = (1 − 1
n
)−n

�������

1. a) 0; (∵ limx→∞ | sin x
x
| ≤ limx→∞ 1

|x| = 0.)

b) 0; (limt→0
tan 2t

sin 2t−1
= limt→0 tan 2t

limt→0 sin 2t−1
= 0

−1
= 0).

c) 2/5; (limx→2+
(x2+1)[x]
(3x−1)2

= 5·2
52 = 2/5.)

d) e−10; (limx→∞(1 − 5
x
)2x = limx→∞[(1 − 5

x
)x/5]10 = [limx→∞(1 − 5

x
)x/5]10 = [e−1]10).

2. a) (∵ limx→∞ sin(x + 1/x) = sin(limx→∞(x + 1/x) = sin∞ :%��.)

b) (limu→0
tan |u|
sin(2u)

= limu→0
sin |u|
sin 2u

limu→0
1

cos |u| = ±1
2
· 1 = %��).

c) (limx→2
(x2+1)[x]
(3x−1)2

= 5·2
52 = 2/5,&x > 2' ; = 5·1

52 = 1/5,&x < 2'.)

d) (limx→∞(1 + 5
x
)x2

= limx→∞[(1 + 5
x
)x/5]5x = [limx→∞(1 + 5

x
)x/5]limx→∞ 5x = e∞ = ∞).

3. c).(()�*� �	 	+ .)



112 ��� ���—-��	
��
����

4. a)������������ ,������0,��	
����� (�
�2)�

�	������ 0��	� .�� 1 + a− 3b = 0.��a = 3b − 1
�
�����
���	� limx→1(x + 3b) = 2.	� b = 1/3, a = 0.

b) a = b = 4(� a)�
 .)

5.�f(x)������a�������� ,������ .(����������

�������� .)

6. !"� | cos x − cos y| ≤ |x − y|,	� limy→x cos y = cos x, sin x#�	�� .$x�

%���& ,'���() ,�	�*+�,����� .

� tan x = sin x
cos x

.-� sin, cos.�� ,�
�/���� (����012� .)�

sec x = 1/ cos x#'����� (� cos x �= 0.)

7. a) f(x) = 1$x = 0&; f(x) = 0$x �= 0& b) f(x) = x/|x|, x �= 0; f(0) = 0.

c) = 1(3x = n + ε,�4n ∈ Z, 0 ≤ ε < 1.� limx→∞ f(x) = limn→∞ n+ε
n

== 1.)

8.��
� x = 0, 1���5	 ,��6�7.�� . �� x = 0�����
limx→0 f(x) = f(0). 8� b = −1.9 ��x = 1����� limx→1 f(x) = f(1). 

8�a + b = 1. ∴ a = 2.

9.#:; ,��
�x = 1���5	 .

lim
x→1

=

{
limx→1−(x2 + 1) = 2
limx→1+(cx + 3) = c + 3

� 2 = c + 3,∴ c = −1.

10.��
�x = a���5	 (��6�.�� ):limx→a+ f(x) = limx→a− f(x)�8�

a − 1 = a2 − 3<�a = 2�−1.
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11.����������� ε,	
 c���N(c, ε)��
 c��

|f(x) − l| < ε.

����� ε = 1,�� l − 1 < f(x) < l + 1.�� f(x)���N(c, 1)�
� .

12.a)�f(x) = 1
x−c

, g(x) = − 1
x−c

,��� limx→c f(x), limx→c g(x)���� ,� limx→c(f(x)+
g(x)) = limx→c 0 = 0.

b)� f(x) = 1
x−c

, g(x) = x − c,��� limx→c f(x)��� ,� limx→c(f(x) · g(x)) =
limx→c 1 = 1.

13.	������
�� ,�
��� ����
!"#�$ ,���y%!��
����&��� ;'���"#(�$ (�	��)� )�! 0$	�
���� .

a)���� y = 0;
����x = −1/2, x = 3.

b)���� y = x − 3;
����x = −1.

c)����� ;
����x = nπ ± π/2, n ∈ Z.

14.a)� ,� f(x) = 1
x
�x = 0*��� ,+ f ◦ f(x) = x��� .

b)�, ,
 g(x)� c*��� ,� limx→c f(g(x)) = f(limx→c g(x)) �= f(g(c)).�� .

c)�, ,
 f(x)� g(c)*��� ,� limx→g(c) f(x) �= f(g(c)).�� (( limx→c f(g(x)) =
f(g(c))).

15.�%���-�.��" .

16.�� |f(x)g(x)| < B|g(x)| < Bε,��∀|x − c| < 1, |f(x)g(x)|��/� .

0� limx→c f(x)g(x) = 0.

17. a) f(x) = 5 sin(x + θ),�� θ = tan−1 4/3(�
 :1� π/4�� π/3 ).( π/3 ≤
x ≤ 2π/3,� π/3 + π/4 < π/3 + θ ≤ x + θ ≤ 2π/3 + θ < π0������12!

5 sin(π/3 + θ);��2! 5 sin(2π/3 + θ)(( sin(x + θ)� [π/3, 2π/3]�!���� .)

b) f(x) = 1 − x+2
x2+5

= 1 − 7/30�1'x = 5$ ;= 1 − 4/9��'x = 2$ .

c) g(θ) = 1−cos2 2θ
2

,����12! 1/2' θ = π/4$ ;��2! 0' θ = π/2$ .

18. a)� f(0) = 2,�(

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sin 2x

x
= 2 lim

2x→0

sin 2x

2x
= 2.(���3�)

�%� f(x)�x = 0*�� .
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b)� f(0) = 12,��

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(x + 2)3 − 8

x
= lim

x→0

x36x2 + 12x

2x
= 12

��� f(x)�x = 0��� .

c) a)� f(0) = 1,��

lim
x→0

f(x) = 10limx→0 −1/x2

= 100 = 1.

��� f(x)�x = 0�����	��� .

d)� f(0)
�� ,� f(x)�x = 0���� .

19. a)f(0) = π; f(1) = π.(� limx→0 f(x) = limx→0
sin πx

x
1

limx→0(1−x)
= π · 1;

limx→1 f(x) = limx→1
sin(π−πx)

1−x
1

limx→1 x
= π · 1.)

b)��
 4;��
π.(�x(1 − x) ≤ 1/4,	
���x = 1/2� .)

c)���

20.����
�� :�f(x) = 1−x−sin x,�f(x)� [0, π]��� ,�f(0) > 0, f(π) < 0.
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21. a)���� ∀x ∈ R, limΔx→0 f(x + Δx) = f(x)�� . limΔx→0 f(x + Δx) =

limΔx→0(f(x)f(Δx)) = f(x) limΔx→0 f(Δx) = f(x)f(0).(������ f(x)� 0��

� ,� f(0) = 1.)

b)	���∀x ∈ R, limΔx→0 f(x+Δx) = f(x)�� . limΔx→0 f(x+Δx) = limΔx→0(f(x)+

f(Δx) = f(x) + limΔx→0 f(Δx) = f(x) + f(0).(������ f(x)� 0��� ,�
f(0) = 0.)

22. limx→∞(x+a
x−a

)x = limx→∞(1+ 2a
x−a

)x−a(1+ 2a
x−a

)a = limx−a→∞(1+ 2a
x−a

)x−a(1+ 2a
x−a

)a =
e2a · 1 = e,∴ a = 1/2.

23. a)�	 ,
�� 0.

b)



c)�	 ,
�� 0.(� | sin n| ≤ 1)

d)�	 ,
�� e2.

e)�	 , (�� c))

f)�	 , (ln n��
�∞��√
n� (��p.139� 2))

24. a)�	 ,
�� 0.(�������� {1/n})
b)�	 (��������{1/2n})
c)�	 (��������{n−1})
d)�	 ,(������������ {(2/3)n},����������� ).

25. a)e2 b)e1/3 c)e2 d)e2 e)∞
f) e
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