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3.2 �����—-����

Definition of A Real Function

A real function f from a set D ⊂ R to a set Y ⊂ R is a rule that assigns a unique element
in Y to each element in D.
In this definition,D is called the domain(��� )of the function,and Y is called the

codomain(��� ) ,which contains the range (�� )of the function ,denoted by f(D).

������ :	R���D��
��R���Y �
� ,����� :�D��
�������Y ������ . D����� ,Y ����� ,f(D)����—�

	 f���������� ,� f(D) = {f(x) : ∀x ∈ D}.�D����x�����

(independent variables),Y ���������� (dependent variables).

�����	 ,D� 
�! ,"#�����
�$%&'()���*�
��
+, .-$���.�/�)
��01�� .2� ,34�domf� f���� .)

��"��5��5�6���7� .

�1 8 y = f(x) = x−1
x2+1

,9: f(x)�)
�� ?

� ��
���)
� ,	��;
� 0,1��������)��� .

�2 8 y = f(n) = n−1
n2+1

,��n�<�� .: y = f(x)�)
�� ?

� ��
�;��)
� ,	<����;�	�!�� ,1�������<�
��� ,�;
�=�)��! .

�3 8 f(1) =�, f(2) =�, · · · , f(12) =�,#��
� ,��>;�)
� .

�4 ?
� f(x) = 2x−1
4√x2−5x

���� .

� @ABC�� ,��
������"'D��
�EF����F)���
����G� .�" ,�?�����{x : x2 − 5x > 0} = {x : x > 5�x < 0}
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�5 � f����R���� .	 f(A ∩ B) = f(A) ∩ f(B)
�� ?

� �
� .
 f(x) = sin x,��A = [0, 2π], B = [2π.4π].� f(A ∩ B) = {f(2π)} =

{0},� f(A) ∩ f(B) = [0, 1] ∩ [0, 1] = [0, 1].

������	
�—��
�	
�

�������������� ,�������	��������	 ,���

��������	�� ,
�� :
� f, g���� ,�

f = g � f(x) = g(x) ∀x ∈ domf ∩ domg

(f + g)(x) � f(x) + g(x) ∀x ∈ domf ∩ domg

(f − g)(x) � f(x) − g(x) ∀x ∈ domf ∩ domg

(f · g)(x) � f(x) · g(x) ∀x ∈ domf ∩ domg

(f ÷ g)(x) � f(x) ÷ g(x) ∀x ∈ domf ∩ domg


 domf��� f������� .
!"#$% ,&���'��(�)� ,���	�� .*+�,��� ,%-,��
�.����+,−,×,÷'/(�����	 ,�����'0��	 ,�����
	'1�����	 (�'�1���	���0��	 .)�2���3��4�

� .
�5�'67�������	 ,85���49��	
 .�:;� ,���<

���=�>
���	
��
?<������ (The Real Function System).�

@���� ,#2�� 5.
*+���	�7%A�B9����������C
D�x3E��F���
. .'� ,GH��D�x�D
 � ,�,(�	��C����B!I����
� ,�7J��KL" ,#��$MF .
A:HN��' ,����%�'(���H�%�����H�% ,�'(��
�GHA�������� �%-O .(#2�� 1.)�������&�$''

F ,������%P(�����%-QR. .(2�� 4)

�1 	 x2−1
x+1

= x − 1) ?

� �����%��S�T�% ,�(∀x ∈ R \ {−1} = domf ∩ domg, x2−1
x+1

= x− 1.

�2 � f����R,���� ,	�U%.
�� ?
 x, y�V*�� .
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a) f(x + y) = f(x) + f(y) b) f(xy) = f(x)f(y)

c) f(
√

x) =
√

f(x) d) f(x ÷ y) = f(x) ÷ f(y), �f(y) �= 0

� ���� ,���� .(�� f = i(	�
� ).)

�3 � f
�
� .�� f(x) = f(y),�x = y��� ?��x, y ∈ domf.

� ��� .� f(x) = x2,� f(2) = f(−2) = 4,� 2 �= −2.

�4 � f(x) = 2x2 − 3x + 5, g(x) = x2 + 3.� f(x) = g(x) ,�domf ∩ domg.

� �f(x) = g(x),�2x2−3x+5 = x2+3.����x2−3x+2 = 0,��domf∩domg =
{1, 2}.

�5 	
��
 (disprove):� f, g
��
� ,������ [−1, 2]� ,� f · g = 0,

� f(x) · g(x) = 0 ∀x ∈ [−1, 2],� f = 0� g = 0. (��
 f, g�� �
!
� ).

� ("����#�$���
 .���%&'��(��) ,��
$��*��

���
��
!
� ,�	
(�+�,!
� .)




f(x) =

{
x, *x ∈ [0, 2]-

0, *x ∈ [−1, 0]-

�

g(x) =

{
0, *x ∈ [0, 2]-

x, *x ∈ [−1, 0]-

��. f, g��!
� ,� f · g = 0.��
 .(/012 )

� 1:3�� ,���
�4����(�56� (78p.30�� 19: ).�
�� 

��(;� ,;�,<������� ,����=>�
�?(� ,���
�8
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��������� .�	�
�������	 ’�� ’,
����������
�� ,������
 ,�������		��� .

 2:���� 0���� ,����� 0.�������� ,� !
����
�
��"�#�� 0����� .�$�%����� .

 3:���&'�� :� f(x), g(x)� !�R����� .�∃x ∈ R( f(x) · g(x) =

0,�∃x ∈ R( f(x) = 0�∃x ∈ R( g(x) = 0 —–�)* .	+����,��-.�

	%/0 .

����� (Composition of Real Functions)��

���12�3'���4�5���� ,
4����������6 ,����
78 (composition),������9 , !8 :

(f ◦ g)(x) � f(g(x)) ∀x ∈ dom gand g(x) ∈ domf

��f(x)��x��: g(x).��� ,; ����!<="78 .���784>3

�� :� f, g, h���� ,�"78�> ,�>3��8? :

�"��� (non-commutative law) f ◦ g �= g ◦ f

#7� (associative law) (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)

�1 � f(x) = 4x
x2−3
� g(x) =

√
3x,@A (f ◦ g)(12),BA (f ◦ g)(x)C$% !
 .

	 f(g(x)) = 4
√

3x
(
√

3x)2−3
."D f(g(12)) = f(6) = 24

33
.

f ◦ g� !
�{x ∈ R, x �= 1, x ≥ 0}

�2 �F (x) =
√

1 + sin2 x.&"78EFF (x)8��
'G����78 .

	 � f(x) =
√

x, g(x) = 1 + x, h(x) = x2, l(x) = sin x,�F = f ◦ g ◦ h ◦ l

�3 &H>3�I8?( ?
a)� f, g, h�)���= !�R� .� f ◦ g(x) = f ◦ h(x),∀x ∈ R,� g = h.

b)� f, g, h�)���= !�R� .� g ◦ f(x) = h ◦ f(x),∀x ∈ R,� g = h.

	 =�8? .(a)J f(x) = |x|, g(x) = x, h(x) = −x�*K f(g(x)) = f(h(x)),+
g(x) �= h(x).

b)J f(x) = x2, g(x) = x, h(x) = |x|, forx < 0.
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������� (ordering)

�������� ,��	�� (
���� )


 f, g���� ,
f < g � f(x) < g(x), ∀x ∈ domf ∩ domg

�� ,����	������� (Trichotomy Property):

�������� f, g	
 ,f < g, f = g, f > g��
����� .

���� (Transitive Property)��� :

f < g�g < h ⇒ f < h

���	
�

��� f(x) > g(x) ⇔ f(x) + h(x) > g(x) + h(x), ∀x ∈ dom f ∩ dom g.

��� f(x) > g(x), h(x) > 0 ⇒ f(x) · h(x) > g(x) · h(x), ∀x ∈ dom f ∩ dom g.

� 
 f, g, h�������� .	 f > g,
h ◦ f > h ◦ g� f ◦ h > g ◦ h��� ?


 ����� .� f(x) = x2, g(x) = x2 − 1.� h(x) = −x,
 h ◦ f(x) = −x2�

h ◦ g(x) = −x2 + 1.��h ◦ f �> h ◦ g.���� ,�∀x ∈ Rf(x) > g(x),��
 �x!

h(x)��" ,
# f ◦ h(x) > g ◦ h(x).�� f ◦ h > g ◦ h.

� :$%���&�� ’	���� ’.%����'��� .(()*�+, 21- )

3.3 �������� :

—-�.��/���/���/���/�0�/1��

1o.����

2*3������ (p.9)

2o.������
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� f����� ,�∀x1, x2 ∈ domf, x1 < x2, f(x1) < f(x2),� f������� (strick

increasing function.)����	
<���� ,������
�� .��	 ,���

��
�
� (���<��>�� .)�������
���
�������

���� .

� ������������������ ?
a) f(x) = 2x − 1 b) g(t) = |x − 2| c) h(u) = sin u d) F (x) =

√
x2 − 5

� �� a)� .

� :�������
�����
� �!"�����#� ,�$%�& .

3o.������	

� f(x)���� ,� ∀x ∈ domf, f(−x) = f(x),�� f����	����� (even

functions).����'�()�� y� ;�∀x ∈ domf, f(−x) = −f(x),�� f���

�	����� (odd functions).����'�()��*+ .

�1 
 f(x) = x2� f(−x) = (−x)2 = x2 = f(x),∀x ∈ R.�$,��� f(x)�R�

���� .
- g(x) = x3,�. g(−x) = (−x)3 = −x3 = −g(x),∀x ∈ R.�$,���

g(x)�R����� .

,��/� ,������,0��	�x��1�2�3�
 .����4���
(,x����5 ,6����7  8�!������� .

� 2 
 f(x) = sin x,� f(x)����� ,�)9��� x�� sin(−x) = − sin x.


f(x) = cos x,� f(x)����� ,�)9���x�� cos(−x) = cos x.
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� 3 � f(x) = x+1
x2−4

,� f(x)������������ ,���	
� x��	

f(±x) = ±f(x).(���� )

�4 �
������ ?
a)�
�� f, g���� ,� f + g����� .

b)�
�� f, g���� ,� f · g����� .

c)�
�� f, g���� ,� f ◦ g����� .

� a)��� ,� f(x) = x, g(x) = −x� f(x) + g(x) = 0(����������� .)

b)��� ,� f(x) = x, g(x) = −x� f(x) · g(x) = −x2(����������� .)

c)�� . ∵ f ◦ g(−x) = f(g(−x)) = f(−g(x)) = −f(g(x)), ∀x ∈ R.������	


����� g, f����� .

�� �

��������� ����!" :#

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x) − f(−x)

2

�� f(x)+f(−x)
2

���� ,f(x)−f(−x)
2

���� .

�5 � f(x)��

�� ,�� :

a) f(x) + f(−x)$���� . b) f(x) − f(−x)$���� .

� �F (x) = f(x) + f(−x),�%�F (x) = F (−x).�&'�F ���� .�( ,�

G(x) = f(x) − f(−x),�%�G(−x) = −G(x).�&'�G���� .

4o.����	
 (periodicity)

�
�� f� f(x + p) = f(x), ∀x ∈ domf ,�� p� x�)"*
� .�� f�+ p

��,"�� .

� �*��� sin x��,�� ,+*� 2π��, .		�����,��"� .

5o.�����


� f��
�� ,� f(D)(# f"-
 ,��
���. )�	� ,�� f����

�� (Bounded Real Functions).��
�"��.�� (& p.34),�/��
�0�

(suprema)�
1
� (infima),23+ sup f, inf f�" .
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�1 �����������	
����� ?�� ,
�� sup f� inf f.
a) f(x) = 2x − 1 b) g(t) = |x − 2| c) h(u) = sin u d) F (x) =

√
x2 − 5

� �� c)� . sup sin = 1, inf sin = −1.

����������� ,�	��
����� .��������� .(
���

��� 2�p.82.)

�2 � f(x) = x−5
x2+1

,
� |f(x)| ≤ 1, 1 < x < 3� .

� ��
x���� ,!�
�� |f(x)|�"�#$"�#����%�
� .�

&x = 3�"�'�x(&x = 1�"�')x,�*��� .

�3 � f(x) = x−5
x2+1

,
� |f(x)|��� , x ≥ 100� .

� ��
x���� ,!�
�� |f(x)|�"�#�"�#$���%��� .�

+�
��"�),-$�"�. ,/ �$� ,�
����0 ,�*�����
���1 0,2 |f(x)| ≥ 0.

�4 � f(x) = x2−5
2x+3
�−1 < x < 5��
�� ,���� .

� ���
���3�"4� :f(x) = x
2
− 3

4
+ −11/4

2x+3
.����� ,�x = 5����

��x(��	
 ),��x = 5������x(�
��	� ,���� )�����

������ ,� 20/13.�� ,����� ,�x = −1������x,��x = −1�

�����x����������−3.
	 :������	�� ,�
� ,�������	������� (!"#$

� ),%�&'���(� .��
������)��"*�+ .��
�,
 ,-

"�	�� ,�.�/0�x1 ,���2( .-3 ,��%4��� ,-��
 .
5� ,�������6−1 < x < 5�1�� ,	��3���7� .�
89:

 .-3�
&',� ,���1�);�����< ,� (−3, 20/13).

������������	�


=>�?�@ABC� .D�������1� ,)�0��E���� ,��

� .+
F� ,���1�-�� ,��GHF��� ,�����I�� .����
�������� ?;�������-�+ ,��J @�<�$��K�� .�
��L89M� ,L-89MN
 ,�!OP6"#�� .Q>-�RS�
�	 ,�
T�$@�U(�  V .
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6o.���

���� (Inverse Real Functions)��	

���� y = f(x)������ ,‘���	
� ,����
������� ,��

����� f���� (inverse function),�� f−1(·)(�� f inverse of);�����

����	�
� ,������
��
���� ,�����������	
� .
� ,��������� ,������������� .
����
���� :������ f� ,������ g! f ◦ g = i,� g ◦ f = i,
�" i
#��� (identity function),$%� i(x) = x ∀x ∈ domi,�� g� f���

� ,������ g�� f−1
� .
��&������'����	� ,����	���	
���� ?()*
��+,�� .-�.$/�01 .�������2������� (invertible
function).


������������3
��
������� .

� (45�6�7p.15� 4)

89� ,����'������ .

)*����� ,���� ’� ’�����:���;<� .
���.��� :


���� f, g=�������:� ,� i) f����'��� (f−1)−1 = f.
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ii) f ◦ g����� (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1.

� i)� f������h1, h2,���	�h1(f(x)) = x = h2(f(x)),∀x ∈ dom f.� f

�
�
 ,�h1(u) = h2(u), ∀u ∈ f(D).
�	
 .��� f��
���� f−1,��

� f−1����� ,�� f�	��� .� (f−1)−1 = f.
ii)

(f ◦ g)−1 ◦ (f ◦ g) = i(��	�)

(g−1 ◦ f−1) ◦ (f ◦ g) = g−1 ◦ (f−1 ◦ f) ◦ g = g−1 ◦ i ◦ g = i(�����
��).

�� i)�
� ii).

�1 �������� ?
a)���� f, g����� ,� f + g������ .

b)���� f, g����� ,� f · g������ .

c)���� f, g����� ,� f ◦ g������ .

� a)��� ,� f(x) = x, g(x) = −x������ ,� f(x) + g(x) = 0��� (� 

����!
�
�� .)

b)��� ,� f(x) = x, g(x) = −x������ ,� f(x) · g(x) = −x2��� (��"

���!
�
�� .)

c)�� ,#�$�
 .

� 2 � f, g�������	%R& .� g, f������ ,�� f ◦ g�����
� .� (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1.

� '�� g−1 ◦ f−1��f ◦ g������ .��	� ,'����(���!��
)����� .

(g−1 ◦ f−1) ◦ (f ◦ g) = (g−1 ◦ (f−1 ◦ f) ◦ g) = g−1 ◦ g = i,

*
+�

(f ◦ g) ◦ (g−1 ◦ f−1) = f ◦ (g ◦ g−1) ◦ f−1 = f ◦ f−1 = i


� .

�,
-�����./0 ,��	�		
�1� ,2���
�
�� ,���
�� . $�
������ ,*


�� .

�3 � f(x) = x2, x ∈ R.��x
12 f3����� ,�4	��� .
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� f(x) = x2, x ∈ R��������� ,���� x � 0	 ,��
 f(x) = x2�

������ ,
 f���� .	���� f−1 =
√

x,� f ◦ f−1 = f(f−1) = (f−1)2 =
(
√

x)2 = x, ∀x � 0.


 :�������������
�� .��� ,����x�x � 0.�� ,���

����� f−1(x) = −√−x.

�4 ������ sin x���� .

� �� sin x���	������������ ,�����	������	
��� .���
	 ��	�����!"��#� ,���$���%�� .�
��&��' [−π/2, π/2], (�)�������������*� ,+,��

� ,-$ sin−1 x�� ,�, sin ◦ sin−1 x = x, ∀x ∈ [−π/2, π/2]	 sin−1 ◦ sin x = x, ∀x ∈ R.

7o.������

. f(x), g(x)����R�/�� ,�∃x
f(x) · g(x) = 0,�∃x
f(x) = 0�g(x) = 0.


 1:�
�0� 0�/�� 0��1�� ,2345��� .6789�
 .

 2:: f(x), g(x) ∈ R;%/����
�<���� .=��� >?@�A�-

%B ,!C*$�������� .���� ��,�D!/�� .

3.4 ��������	

/���/�E/��'��" ,�"�35��
 ,���� .$�FG����
�"�H (x, f(x))IJK���"35 ,����L,M ,L	�#	N�$L%

& .�$/��'$�FG��JKI�� ,(�!(�OP� .
 Q0�R) ,S�,T345EJ*�UV ,�2�F+,R�
� ./��/

W��345�*�-. ,�(��/���JK�/�2� ’345EJ* ’

� ,0X,Y�Z[ .
�� , Q0�R)�?��345EJ*���12�
!H\$]��34�
^I_�� .��3���0�`���5 .a`���5 ,�,6bc9� (�)d

7ed xx( .)!e2�f�� ,�/���JKg��h8Q0�R�3�I`9

Li .

����	
 (Classification of Real Functions)

��/�� 9�jk: :5���l����l9;���/��m!n< .
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I.���� (algebraic functions):��x����������	�� (
���

��
������� )����� .��������� (�� )�������

� .

i)����� (polynomial functions):���x�	����� (�
� )� ,���

��� .
a)!��� (��
��� )(linear functions): y = f(x) = ax + b, a �= 0.

�"a�!����#� ($!�
 )��� (Slope);b��
��� (Intercept).

� :�a = 0,���%	$���� (Constant Functions):f(x) = b;& b = 0' ,��(

�$)�� (Zero Function).

b)���� (quadratic functions):y = ax2 + bx + c, a �= 0.

�" a�����#� ($!
�
 )���*� (a+'��
� ;a�'��


, );
�
��-$ (− b
2a

, 4ac−b2

4a
).

c)���� (cubic functions):y = ax3 + bx2 + cx + d, a �= 0.

#�$!���
 ,!��� ,� ”N”�&a > 0' ;�� ” N”�&a < 0' .
d).��� (Quartic functions )

#�$!.��
 ,!��� ,� ”W”�&a > 0' ;� ” M”�&a < 0' .
d) n������ (n-th polynomial functions)y = anxn + · · · + a1x + a0, an �= 0.

����� .
ii)��������� (rational functions):�/�������0� � .

��$)' ,*���1��
 (horizontal asymtotes) 2 .

iii)���� (Functions involving Roots ):�����3�!��� .

II.���� (transcendental functions):"4�x������������ .

��5��"�����6��5�"�"��!� ,789(:#!;�< ,�*
$%&�����	��=����>���� .6'"���9"�?�	��
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���� ,���������	��� (convergent power series)�� .�����

	���	
���� .

i)
��� (trigonometric functions)
�
��� (Inverse Trigonometric Functions)


�������� (circular functions),�
�	��������� sin, cos��

�������������� θ(���� )��	�� (x,y).
�������
(periodicity).

ii)������� (exponential and logarithmic functions)

 f(x)����� ,� ∀x, y ∈ R,�! f(x + y) = f(x) · f(y).("#��
$��

� : ex+y = ex · ey.)����% ,#����� ,
&�� : ∀x, y ∈ R
+, f−1(xy) =

f−1(x) + f−1(y)

III.���������� (Gauss Functions)�	
��
�� (Piecewise De-

fined Functions)����

a)��'�� :f(x) = |x| ≥ 0, ∀x ∈ R�(����x�)���� .

b)*	 (Gauss)�� :f(x) = [x]
� [x]����n,�n ≤ x < n + 1+ .

c),������ :-��'�����.

|x| =

{
x /x ≥ 0%

−x /x < 0%

����'����,���	�� .0-*	�����.,���-� .

[x] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

· · ·
−1 /−1 ≤ x < 0%

0 / 0 ≤ x < 0%

1 / 1 ≤ x < 2%
· · ·

����� ,
�1�21 7.2� .

IV.��� :������������

3+��	4 ,�56,�78	9:�;4(��	5,�6, ,
�	(��	
4��<=�� ,� ��>!8" .
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������ (Graphing of The Real Functions )

� f(x)������ ,������	
��
����� {(x, y) : y = f(x)}�� .

�1 ����	
�
��� f(x) = x2 − 1.

� �����������y = x2 − 1�
��	������
 ,��� (0,−1).

���
 .

��� ,�� f(x)�
����� y = f(x)�� .

�������� ’���!
� ’"�#$�%&' .���
������

��("�)�*�� ,��+ x�,�	

-�!.�
���/0 ;1��
� ,2��32��4*�/� .5-�6*
�-��*��
� �*�7 .(�


89: 19 .)

�;�� ,��<=��>% ���?�
�=�@ .

�2 � f(x) = |x|.�� y = f(x)�
� ,ABC����
� .

a) y = f(x − 2) b)y = 2f(x) c) y = f(x) + 1 d) y = 3f(x − 2) + 1

� ���+D���
���E�� ”V”F� .

a) y = |x − 2|�
�������� (2, 0)��+D��
� .

b) y = 2|x|�
���E� (0, 0)��+D��
� ,1� ”V”FG�H (��� ).

c) y = |x| + 1�
�������� (0, 1)��+D��
� .

d) y = 3|x− 2|+ 1�
�������� (2, 1)��+D��
� ,1�”V”�I� (

��� ).
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� :���� ,������	
� ,�
�� (��������������

� )������	
� ,����� .

���� ,��	��� y = f(x)	

 ,������ ,��
��� y = af(b(x −
c)) + d	

 ,��a, b, c, d�� � .�!
�� .

� :d�

�!�� |d|"� ,� d	#��� ;c�

����� |c|"� ,� c	#

��� ;b� x-��	"������ |b|� ,� b > 1� 0 < b < 1�� ,$ b < 0% ,�

��

���� y-� ;a > 0� y−��	"������ ,� a > 1� 0 < a < 1�
� ,$a < 0% ,��

���� y−� .

������

� ��&' ��	� ,$(	&)	*
� (diagram.)�	��
��	� ,�


��+,-��)�.� ,/.�0'���—��� y = x�� .
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������������������������	 y = x?	
�
�
 :
���� ,���� y = f(x)����� ,
�����
 x, y������

� x = f(y),��������� ,������ y = f−1(x)� ?������

f(x, y) = 0� x, y����� ,!������ f(y, x) = 0,��� ��"�#�

�� f(x, y) = 0������$#% ,���π/4��	 y = x.

� :&'(�����	
� �	"�� ,�)*����
���	+,�-
� ?.�/01�$#% ,��� 45���	�2�	�� 3���!����
����.��%4!5�6	' .(78� )

�1 
��� f(x) = 3x − 5,�9 f����:��� .

� �;<� ,���� g�,� f �=>�? (f ◦ g)(x) = x, ∀x ∈ domg� (g ◦
f)(x) = x, ∀x ∈ domf� ,g��!���� f���� .� f(x) = 3x − 5��� ,�

(f ◦ g)(x) = 3g(x) − 5 = x.
�@� �!� g(x) = (x + 5)/3.���!��� f�

��� .��)A78� .

� 1:�"�� ,!����Bx#��C 3�xD$E 5�� �����%&E ,�
��#�x�1 5DF� 3&G .��� x+5

3
.

�2:&'��H'I(!9� g(x))�?J�;<� (g ◦ f)(x) = x, ∀x ∈ domf.*.

�9���KL�M���� .�N�� ,O�&',�� ,���;<�P,3+
;<� ?.QR, �S- ,T.C���� ,�,������2 .(U=>���

���V .)�4!W����
����X����� ,L�KB ’�� ’3Y	/

�Z .
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�2 �� ln x� ex����� .

� �� ln x� ex���������	
������� ,
� eln x = x∀x > 0�
ln ex = x∀x ∈ R
�� .���	����������
���
 .

3.5 ���� :����	
?����
�?

�	��� ,������
�
� ,����� ��	��!� .���"# ,�
����
�
� ,$��������%&'
��(��(� (data),)�	�

������	*�+�,���� ,�������-��./ .��0�	�
# ,123	
� ,45		 .6�733�
����8 ,��� ��!��&9
�(�*		 ,�
9����:;< .���
=>�
" ,3	=>		" ,5�
��(�?#'�,���*�8��(�@�6>� .ABC�$D% .
���EF�GF��FE�@H�#��� ,$+I�!JKL ;�EF&'�M
NOP6(�Q ,@H�#�� ,�#���)* ,+�,R-L .��ST�./

� .URVW�./��X .

�1 Y�Z[��0�� 15���L 100 ,\1� 15���� 380
] .^_�
`a�* ,Y�����2��Z��3 (sinusoidal curve)�b�# ,
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a)��C, A, a� b�������	����


T (t) = C + A sin(a(t + b),

�� t����
��� .
b)����
 ,������������� .

�

a)���	��
����	��
�� ,��������	�� t = 12.�
2π
a

= 12,�� a = 2π/12.�
��!"���"�
�� ,#����A =
1
2
(38− 10) = 14.��C�����!"���"��" ,$y��%� ,�C = 24.�

��T (t)�&'��

T (t) = 24 + 14 sin(
2π

12
(t + b)).

���� b&��
 ?(�$�)�%��*+ .,������ 10oC,�-.#�
���� ,	#���� ,/ t = 1/20 . (12
3) ).����24+14 sin(2πt/12)4

2πt/12 = −π/20���" ,�/ t = −3.�5�������%� 1/2 − (−3) = 7/2

6� .�/ b = −7/2.7� 

T (t) = 24 + 14 sin(
2π

12
(t − 7/2)).

)8&') ,�� t��� .
b)������4����
4 t = 4.50 .���
 

T (4.5) = 24 + 14 sin(2π(4.5 − 3.5)/12) = 24 + 14 × 1/2 = 14 + 7 = 31
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��������������������� 31o.���	
������
	 ,�
�����

 .
� :
������������
���?�������
���� !"—�
#�� (Model-building).

���$%���&
'�$��������()

* .

�2 	+
�� (Boyle’s Law):,��-��� ,,������ ,����.	�

�/�0 . (	#��1
�� ).

� 
�
2�3
45	+
�� ,���67�8��	��89�1
:
� ,�;�#<��	��89�1
�� .������=��4�� .	+
>
��
�
?$%8���@
,��-���A������ ,����.	�
�B/�0���C� . !1�9B/�08�"������:�—�;	+

��8$� .
� :����#�,#�
D8	$�� ,EF.G$ �H��8	$IB$J
K ,�
�%" .

3.6 ����

������1
&' ,�J� (���1
8() .�����1
8()�
* ,�J�LM�+8()��� .�+8()�J�LM��61�+8()8
0N&,O'� .PMQR-O���8+�1
�*�J�S&,O�1
��
� ?!���T����U .
V61�x�	�
�W ,���1� f(x)����	�� l?��J�X����

�1
�����BYNZ� ?����8�U .
�[.J/��\�"]�#
���&�0^Z�_`$, .

3.7 ���

1.�a:1x	 y8N*�� ,������� y = f(x)?
a) x =

√
2y + 1 b) x = y

y+1
c) x2 + y2 = 1

d) xy + y + x = 1, x �= −1

2.a)2H
�� f(x) = x
x2−9
��+� .

b)2H
�� f(x) =
√

4 − x2��+� .
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3. �� :�∀x, y ∈ R, |f(x)− f(y)| � M(x− y)2,��M���� ,�f����� .

4.� f�	
�R���� ,A,B�R��� ,��
����� .
a) f(A ∪ B) = f(A) ∪ f(B) b)f(Ac) = f(A)c c)f(A ∩ B) �= f(A) ∩ f(B).

5.� f�	
�R���� ,A,B�R��� ,� f ∗(A) = {x ∈ R : f(x) ∈ A} (���

���A����� (	 f
��� )�
��� ),�� f ∗(A) ⊂ dom f .�����

�
� .
a) f ∗(A ∪ B) = f∗(A) ∪ f∗(B) b)f∗(A ∩ B) = f∗(A) ∩ f∗(B) c)f∗(Ac) = f∗(A)c.

6.� p(x), q(x)������� ,��	��� p(x) · q(x) = 0,
���� p(x) = 0�

q(x) = 0.����
� . (
 :��
 0������� .)

7. �����
�� ?
a)���� f, g����� ,
 f + g������ .

b)���� f, g����� ,
 f · g������ .

c)���� f, g����� ,
 f ◦ g������ .

8. a)���� p(x) = (x2 + 5)2/3 !
� f ◦ g
� .

b)���� p(x) = cos2(x + 5) !
� f ◦ g ◦ h
� .

9. �"��������� .
a) f(x) = x3 + 5 b) f(x) = ln(2x − 3) c) f(x) = ax+b

cx+d

d) f(x) = cos(4x − 1).

10.� f���� ,#�$ f(x + y) = f(x) · f(y),∀x, y ∈ R,��

i)f(x − y) = f(x) ÷ f(y)

ii)f(mx) = f(x)m,��m���

11.� f, g����� ,#�$

f(x ± y) = f(x)g(y) ± g(x)f(y)(��%�), g(x + y) = g(x)g(y) − f(x)f(y)∀x, y ∈ R.

�� i) f(0) = 0, g(0) = 1 ii) f(−x) = −f(x), g(−x) = g(x),∀x ∈ R

iii) f(x)2 + g(x)2 = 1,∀x ∈ R.

12.�"�����
&� .
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a) f(x) = x−2
x2+3

b)g(x) = sin x−1
cos x+2

13.������������� ,����������	 ?
a) f(x) = |x| b) f(x) = |x − 7| c) f(x) = x−5

x+1

d) f(x) =
√

x + 4 e)f(x) = −x f) f(x) = sin x2

14.�

f(x) =

{
2x − 5 
x �= 1�

3 
x = 1�

�
���	��� ,	��� ,�	��	 .

15. ����� ,���� ?����� ?
a)����������� .

b)���������� .

c)���������� .

d)���������� .

e)����������� .

16. a)�	 f(x) = ln(x +
√

x2 + 1),∀x ∈ R���� .

b)�� a)�� f�
�� .

17. � f(x) = 3x2 + x − 4, x ∈ R.��x��� f���
���
���	� ,�

��
�� .

18. a)�� y = sin x����� ! y = 1
2
sin(2x) + 1��� .

b)�� y = ln x����� ! y = 1
2
ln(2x) + 1��� .

19. a)" f, g��#��$%&'R( .� g ◦ f�)*) ,�	 g+�)*)�� .

b)� a)," f, g��#��$%&'R( .� g ◦ f�)*) ,� f��)*)��� ?

20. a)" f, g, h�#�� ,
��� .�h ◦ (f + g) = h ◦ f + h ◦ g��� ?(,-���

�
���.�� .)

b)" f, g, h�#�� ,
��� .� (f + g) ◦ h = f ◦ h + g ◦ h��� ?(,-����


���.�� .)

21. a)" f, g, h�#�� ,
��� .� f ◦ h > g ◦ h.� f > g��� ?

b)" f, g, h�#�� ,
��� .�h ◦ f > h ◦ g.� f > g��� ?
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22.� f0(x) = x/(x + 1)� fn+1 = f0 ◦ fn, n = 0, 1, 2 · · ·,�� fn��x��� .(fn(x) =
x

nx+1
.)

23.�����	
����
������� (����� ).
a) f(x) = x2−5

2x+1
, |x| < 1. b) f(x) = 2x−1

|x|−3
,−1 < x < 2.

24. Kepler’s Law(	���� )�
� d
������������ (�
���

��������� ),�������T
� (�����
 ).

�� d T

��(Mercury) 0.387 0.241

��(Venus) 0.723 0.615


�(Earth) 1.000 1.000

�� (Mars 1.523 1.881

��(Jupiter) 5.203 11.861

	�(Saturn) 9.541 29.457


��(Uranus) 19.190 84.008

���(Neptune) 30.308 164.784

a)���� ��
��	��� (Power Functions).

b)!������Kepler�����������"#$�����������

�" .% a)����&�
�'�� ?

25.�
(���� :
���
�
������
���
(��� )*+�	
 ,,-.�/��
�01 1925���

 .

�� �� (��	 ) �� �� (��	 )
1900 1650 1960 3040
1910 1750 1970 3710
1920 1860 1980 4450
1930 2070 1990 5280
1940 2300 2000 6080
1950 2560
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�������

1. a) Yes,y = x2−1
2

.
b) Yes,y = x

1−x
, x �= 1.

c) No,y = ±√
1 − x2

d) Yes,y = 1−x
x+1

, x + 1 �= 0.

2. a){x : x2 − 9 �= 0} = {x �= ±3}
b){x : 4 − x2 ≥ 0} = {−2 ≤ x ≤ 2}

3. (�� )� f(x)��R������ ,� ∃x, y ∈ R, x �= y� f(x) �= f(y).	M0 =

|f(x) − f(y)|/2(x − y)2
 ,������ ,��
 |f(x) − f(y)| > M0(x − y)2����

	
 .��� .

4. a)

∀y ∈ f(A ∪ B) ⇔ ∃x ∈ (A ∪ B) � y = f(x)

⇔ x ∈ A or x ∈ B � y = f(x)

⇔ y ∈ f(A) or y ∈ f(B)

⇔ y ∈ f(A) ∪ f(B)

���� such that.(��
� )
b)

∀y ∈ f(Ac) ⇔ ∃x ∈ Ac � y = f(x)

⇔ x �∈ A � y = f(x)

⇔ y �∈ f(A)

⇔ y ∈ f(Ac)

c)������ .� f(x) = sin x,	A = [0, π], B = [π, 2π],�A ∩ B = {π}, f(A ∩ B) =

{0},� f(A) ∩ f(B) = [0, 1].
5. a)

∀x ∈ f ∗(A ∪ B) ⇔ f(x) ∈ (A ∪ B)

⇔ f(x) ∈ A or f(x) ∈ B

⇔ x ∈ f ∗(A) or x ∈ f∗(B)

⇔ x ∈ f∗(A) ∪ f∗(B)
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b)

∀x ∈ f∗(A ∩ B) ⇔ f(x) ∈ (A ∩ B)

⇔ f(x) ∈ A and f(x) ∈ B

⇔ x ∈ f∗(A) and x ∈ f∗(B)

⇔ x ∈ f∗(A) ∩ f ∗(B)

c)

∀x ∈ f∗(Ac) ⇔ f(x) ∈ Ac

⇔ f(x) �∈ A

⇔ x �∈ f ∗(A)

⇔ x ∈ f ∗(A)c

� :f� f∗�������������� ,�	
��
� .

6. (��� 5p.54��� .)������������	��� .� p(x)q(x) = 0
�

0������ ,�������� , ���� ,!" p(x), q(x)#$%�����


 .

7. a)&' ,∀x1 > x2,� f(x1) > f(x2), g(x1) > g(x2),� f(x1) + g(x1) > f(x2) + g(x2)

b)�&' ,(f(x) = x, g(x) = x− 5,�f(x) · g(x) = x2 − 5x(�)�������� .)

c)&' ,∀x1 > x2,� y1 = g(x1), y2 = g(x2)� (g(x1) > g(x2)),(� g�� ),��*

f(g(x1)) > f(g(x2))(� f+�� ,,-
.&�/ .)

8. a) f(x) = x2/3, g(x) = x2 + 5.
b) f(x) = x2, g(x) = cos x, h(x) = x + 5.

9. a) f−1(x) = 3
√

x − 5 b)f−1(x) = ex+3
2

c) f−1(x) = b−dx
cx−a

, cx − a �= 0 d) f−1(x) = cos−1 x+1
4

10.0� f(0) = 1:123* f(0) = f(0)2(�x = y = 0),!* f(0) = 1.

)�f(−x) = 1/f(x).:123*f(0) = f(x) ·f(−x)(�y = −x),!*f(−x) = 1/f(x),(

�4� f(0) = 1).
i) f(x − y) = f(x + (−y)) = f(x)f(−y) = f(x)/f(y)

ii) f(mx) = f(x + x + · · · + x(�m�)) = f(x) · f(x) · · · f(x)(m�) = (f(x))m.
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11.�� :f(0) = 0, g(0) = 1:�x = y = 0� f(0) = f(0)g(0) + g(0)f(0) = 2f(0)g(0),�

f(0) = 0� g(0) = 1/2(���� ,� g(0) = g(0)2 − f(0)2 = g(0)2.)	
�� g(0) = 1(

� f(y) = f(0)g(y) + g(0)f(y).)

�� :f(x2)+ g(x)2 = 1,∀x ∈ R.�
�
�����f(−x) = −f(x), g(−x) = g(x)(


������� ).�f2(x + y) + g2(x + y) = (f 2(x) + g2(x))(f2(y) + g2(y))��x = −y

	
��������� .

12. a)� x−2
x2+3

= k,�kx2 −x+ 3k + 2 = 0,�x ∈ R,���� (−1)2 − 4k(3k + 2) ≥ 0.	


� −2−√
7

6
≤ k ≤ −2+

√
7

6
.����� [−2−√

7
6

, −2+
√

7
6

].

b)� sin x−1
cos x+2

= k,� sin x − k cos x = 1 + 2k2,��
√

k2 + 1 sin(x − α) = 1 + 2k,
�α�

���� .�x ∈ R,� | 1+2k√
k2+1

| ≤ 1.�
����−4/3 ≤ k ≤ 0.����� [−4/3, 0].

� :�� ��! ,����"#
�� ,����"#
�� k�$��
�� .�
%&'()�"# ,���"#���"#�� .��*�"# ,+,�-./01
2 .(	34�5*�6#�78�9p.127).:
;�<
��
"# ,
��+=

	���
>
�? .

13. a)Even b) Nether even nor odd c) Nether even nor odd
d) Nether even nor odd e) Odd f) Even

14.��= .

15. a)>@ .A f, g� �"# ,� (f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) =
(f + g)(x).

b)>@ .A f, g� �"# ,� (f · g)(−x) = f(−x) · g(−x) = f(x) · g(x) = (f · g)(x).

c)>@ .Af, g� �"# ,� (f ÷g)(−x) = f(−x)÷g(−x) = f(x)÷g(x) = (f ÷g)(x).

d)>@ .A f, g� �"# ,� (f ÷ g)(−x) = f(−x) ÷ g(−x) = −f(x) ÷ −g(x) =
(f ÷ g)(x).

e)>@ .A f, g� �"# ,� (f ◦ g)(−x) = f((g(−x)) = f(g(x)) = (f ◦ g)(x).

16.a)B! :−x +
√

x2 + 1 = 1
x+

√
x2+1

.

b) f−1(x) = (ex − e−x)/2.

17.CD��x ≥ −1
6

. f−1(x) =

√
x+ 49

12

3
+ −1

6

18. a)
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b)

19.��� .�x1 �= x2,����� g ◦ f(x1) �= g ◦ f(x2).�	� f(x1) = f(x2).���

g(x)
��
���� .���� f������ .���� g����� .

20. a)��� .�f(x) = x2, g(x) = −x, h(x) = |x|,�h(f(x)+g(x)) = |x2−x|, h(f(x))+

h(g(x)) = |x2| + | − x|,���� .

b)�� .� (f + g) ◦ h(x) = ((f + g)(h(x)) = f(h(x)) + g(h(x)) = (f ◦ h + g ◦ h)(x).

21.���� .(�� f(x) = 1
2
x, x > 0; g(x) = x, x > 0; h(x) = −x,� f(h(x)) >

g(h(x)), x > 0,��� f(x) < g(x), x > 0.�� ,� h(f(x)) > h(g(x)), x > 0,�
f(x) < g(x), x > 0)

	 :�
������ .
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22. f1(x) = f0(x) ◦ f0(x) = f0(f0(x)) = f0(x)
f0(x)+1

= x
2x+1

.�� fn(x) = x
nx+1

,� fn+1(x) =

f0(fn(x)) = fn(x)
fn(x)+1

= x
(n+1)x+1

.

23.a) f(x) = x2−5
2x+1

, |x| < 1���� (�x = −1/2����� 0.)
b)

f(x) =
2x − 1

|x| − 3
=

{
2 + 5

x−3
� 2 > x ≤ 0	

−2 + 7
x+3

�−1 < x < 0	

� x ∈ [0, 2)	 ,� x = 0	
����
�� ,� 1/3,���−3(� x = 2	 );�

x ∈ (−1, 0)	 ,
��
�x = −1	���� 3/2�x = −1	 ;���� 1/3�x = 0

	 .����� f(x) = 2x−1
|x|−3

,−1 < x < 2.���� 3/2,���−3.

� :���	 ,��
��
���	 ,��
�������x� ,���
���
����x����� ;��
��
���	 ,�
��� .��� ,�
����
 �!�" ,��! ,�#�� .

24. a) T = d3/2

b)$

25. y ≈ 0.0012937x3 − 7.06142x2 + 12.823x − 7743770; 1914�	 .


