
���

�����	


��

2.1����
2.2����
2.3�������—-����	
2.4��
��� (continuum)

2.5����	�—-

������
2.6���

��� ?
2.7����
2.8������

2.1 ����

�����������������
 !�� .����"����#�
�
�$� ,"�%�
�

& .

2.2 ����—-��	

���� ,��'��(��� ,)*R�� ,+�����(���� ,,+�-�
.� (/0�.� (ordering))*�
�
� ���� (12	 )��34!
��

5 (The Real Number System).

6a, b, c ∈ R,"27����38 (�9#6:;$%&'(���� �� ):

	�� (property of closure) a + b ∈ R, a · b ∈ R

29
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��� (commutative law) a + b = b + a, a · b = b · a
��� (associative law) (a + b) + c = a + (b + c), (ab)c = a(bc)

��� (distributive law) a(b + c) = ab + ac ���������

����� ∀a, b ∈ R, a < b, a = b, a > b����

���	� a < b ⇒ a + c < b + c, ac < bc (c > 0)

��
�� a < b,�b < c ⇒ a < c

	
���
�������
���� (completeness property):

�����	
���	
������� .((	�� !�" ’	
�"�� ’�

� )

���#	
�$���� ,
��%&'�'(�� ,)��*���"� .�

���+ ,���"���, (postulate),&-�� .

.)/�	���0*�1 �23�� ,!"456��!�� .#�7� .&8
9#$%�&:;<: ,=7�.)��	��> .?5�� ,.)/��&@��
'23�� ,.��7�
�!�
� .
( :�	
�) ,A���	�*���:;�:B+ ,C&:����:��+ ,�
?DE�:,�� (-F�
 )FG ;<:-����:��+ ,�?DE�:,�

� (F�
 )H� .

�1 .� :/a, b ∈ R,�ab = 0,0a, b��1��� 0.

� i)/a = 0,0�a, b����� 0.IJ�K2 .

ii)/a �= 0,0a��
 .?3,ab = 0,L-�	� ,B��.a−1J b = 0.

iii)? i)M ii)J� :/a, b ∈ R,�ab = 0,0a, b��1��� 0.

( :NO52 ,�P0*�@ �45Q> .&8R0*STp.54"2 5,=67	

�5��UV&�J�N"�� .�	 ,52�8�"WX�YZ[\]^-� ._
9)2"Y� ,=-�&1	
���	�� ,R0*�`���a ._���8[
� ,=#���&��9":b (Fa, b']&� 0)�� .K2"cd�;<0* ;�

BVe"	
=�>f&�e .

�2 .� :/a ∈ R,0a2 � 0.

� i)/a = 0,0?3a2 = 0.��7g���9=	 .
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ii)� a �= 0,����������� a > 0� a < 0.� a > 0� ,�������

a2 = aa > a0 = 0,(	��
��a� );�a < 0� ,
�	�a2 > 0.

iii)� i)� ii)�
 :�a ∈ R,�a2 � 0.

�3 �
 :�a, b���� ,�∀x, y ∈ R, ax + by = 0�a = b = 0.

� ���� ,� (x, y) = (0, 1), (−1, 0), (1, 1)��
������ ,� a · 0 + b · 1 =

0, a(−1) + y · 0 = 0�a + b = 0.��a = b = 0.�
�� .

� :���	���
� ,���� 1�
 .� a, b� �� 0��� 1	���
ax + by �= 0(!�� �x, y"� 0.)��
�����#$ .

�� :����	


��%	���&'�% (The Natural Number system)���� (extension)(�$

) .&'�*��+� (counting numbers). N = {1, 2, 3, · · ·}.&'�%,-�&'�
�./0���1����
������# .
��%-�&'�%��(� ,�234� x + a = b(�� a, b ∈ N) 5(# ,6

7 ,2��8&'�%� �	� ,�78&'�%!9:
� .���.;

Z = {· · · ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 · · ·}"< .

 ��%-���%��(� ,�234� ax = b(�� a, b ∈ Z� a �= 0),6

7 ,2=�8��%! �	� ,�78��%!9:�� . ���.;

Q = {b/a : a, b ∈ Z, a �= 0}"< .

�#��% ,,> ���/�?(� ,67$��2�%34� 5@�$ ,�A
B ,���� �	�(� .���.;
R"< .
����%&-	C���(�D ,E-
"-���=�'���� ,(-F)�
�—GHI ,�(� ,J#$�)�� .
��%,-�2K����L�)*� ,�HIM8��(�$) ,672GHI (

	����� ) �	�A .

� 1:�� (extension)8�N! O�)6P :�%)��-�Q�%�)��8F

)�%!�R�+&��6 .
���������B,�S :���-��.��/8-��� ,0"�P#1�
������1�/2�-�� ?7

m

n
+

p

q
=

m + p

n + q
.

��T-34-56�N)ND7UVW�)�� ,NDU	
)-0
��)�
�,	
1��1�/2�-�(� ,(-��8 ?.T-"-�'9U�:�NN
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���� ?���������������	��
���
�	� ,�
��
������������
�� ,��������������������
��
�� � ,� 3 + 2 = 5,� 3, 2��!�� 6

2
, 10

5
�"� ,��#�������

� 16
7
�$��� 5��������
��% , (�!�&���"� ,���'(

�% .)�)���������
���
 .*+��+���������
�

��
 ,,���-./0�	�1 .
�2���� �� ,�3�456�#� ’7
 ’,�+���845���� ’7

 ’
�� ,9:#��	8
#� ,��
��;�� ,<�
#�=
� �!�
’" ’—-�>
? .
# 2:�@�
$� ,%45�� ;�@�
A� ,%45�� ,����A�� ,�
BC���&'�� ,%45�( ;�&�B�&D�E� , )%45#*( ,�
� .���F ,,�2G ,�%����"�HI .
��I �"���
5+� ,�	 10��,�J�-����J .� 1032.5783�
1 · 103 + 0 · 102 + 3 · 10 + 2 + 5 · 10−1 + 7 · 10−2 + 8 · 10−3 + 3 · 10−4.K .
L�

√
2���� .(MN�'������ 1.41421 · · · .�

√
2 � 1 +

4

10
+

1

102 +
4

103 + · · · .

2.3 �������—�����

-O6/01�2�!����"3 ?4./�*P ,�5���	� .�QRG6
N!G)�B78E (:��� )H9��	� .N�G� ?�,�S��9�:;

1 ,��2� 1�����<�= ,���2�
√

2,������ .M��) ,TU>
V���W�0G�X�Y� Z Z?����
� ,���A���@ ,���
�[A��� (irrational numbers)B,�� .

�	 ,T>V�W�0G�X�Y� Z Z?\C ,�B�����D� .��"
���E]�F�G���H (continuum.)���W�����E:N�E]��

	��0G�X�Y>V Z �Z? .8� ,I X)� N�Z?/��0��
�N�J (The Real Number Axis.)(^)G_ .)N�J �N�0 (The Real Number
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Line).���������������	
���� .��
� ,�������

���������	
����� .�������� ,	�
��� ,��
�
��
� .
������������������������� ,����������
������ �! ,�"�#� (identified.)

��������

$%&'(�)�����)��*���+�,��������� (���X

� ,���Y� ,	�-,.� (origin))�/� .&01���+� ,*������

� (x, y)��2�/��������� .345%6*����������2�

�#�� .��*���+ ,������������789
:; ,��
 ,��
��7892�<�
&*���+���
�� .3�,����������
 �! !?=>"�� .

	 ?*���51����@	1�����1��� (���	AB .)


 =��� ,

&01���+� ,C051� (a, 0), (−a, 0).� (x, y)	
D�#���� ,$
�

�%9& √
(x − a)2 + y2/

√
(x + a)2 + y2 = k,

	(k'E"(�1� .(��9�)� ,�F

(1 − k2)x2 − 2ax(1 + k2) + (1 − k2)a2 + (1 − k2)y2 = 0.

*G� ,�����)( ’789��� ’F&�+�����"���	��
(circle)(Hk �= 1I ),��� (Hk = 1I ,	J%�K�-. ),L51���1��

/�(�� .
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� 1:����������� (Apollonius circle).

� 2:�������	���
� ,�
�������� ,���� ,���� .�

�����������	�
�� �!"�# ,$	% ,���&��'( !?

2.4 ������

)* +�� (Completeness of Real Numbers)���)*
�+,�� � .�-

./*0 ���1�����234 � ..�5*�� ,6�5*�7�*0�
�8��234 .9�:�5*
�;�+�� < .)*���:=��5* ,�
>)*����	� (continuum),�	��
+�� ,�?'@��	A5�.�6

� .

��������	
 (Bound of Real Subsets)

)*
�RB�;��4 ,���
��C;�4 ,���4.�D ����E

�F�)*��
 G��4H ,�-�F�)*�!	�A*I�H	J�A
* ,
"�"%1�−M ′ < x < M ,�Fx��� �
���� .
�4�	K @ ,L�����	K� � .$	 %# ,M����
� 	�
(upper bound),−M ′��K� (lower bound).)*��
�$��1 ,�
�
���

(bounded),-	��� (bounded above)MK��� (bounded below) �
 .

� �%" x3 − 6x2 + 11x − 6 < 0�#
��)* �
� ,����
� {x <

1, 2 < x < 3},	��� ,
 3�	� � ,� 10���	� ,��#
��K� .

����



)*�N	�
�$�	� (Upper Bound),&�
�C��!	� (Least Upper
Bound or Supremum).

OP	��+�� ,�K0�Q�' .
i)$�
�
���4
�1 ,&�
� �!	���E
�F��H�� .

ii)$�
�
���4
�1 ,&�
� �!	���E
�F���	� (�

��4'( )F�!��( .

$u"�

�S �!	�1 ,&���∀ε > 0, ∃t ∈ S such that t > u − ε. ("u 

���QQ��S��� .)R�N	�
�6
))*0�71 ,*�!	���

E*0���34S .
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iii)�� ,����������	� (lower Bound),�
�������� (Greatest

Lower Bound or Infimum ).
���
�������	�� .

iv)�� S��
���� sup S(supremum of S)�� .�� S���	���

inf S(infimum of S)�� .

� :���������
����	 :
i)����
�����	� ;��� [−2, 3].

ii)��
�� ,����	� ;��� (−∞, 3]� (−∞, 3)

iii)��
�� ,����	� ;��� [−2,∞)� (−2,∞)

iv)���
�� ,����	� ;��� (−∞,∞).

�1 �S = {1, 2, 3}���S��� ,���� (���� ),���	�S��
�

� ,� 3.

�2 �S = (1, 2)(�� )���S����� ,�����!��
�2��� ,"

2#�
�� ;�	���!���� 1�!��� ," 1#��	� .

�3 $A, B ⊂ R��� ,�� :�A ⊂ B�B��� ,� sup A ≤ sup B.

� �� (��% ),� supA > supB.� ε = (supA − supB)/2 > 0,� ∃x ∈ A&

x ≥ supA − ε > supB.�'x �∈ B(�$A ⊂ B�� .

��1 ����	 (Archimedean Property):)����x,��*+�nx&x < nx.

� ��, ���-. ,�),�n ∈ N, n ≤ x.�' ,x���N���� ./��
����	0 ,����N��
�� ,��u�� .1�u− 1� ,���
���2
3� ,��4�*+�m&u − 1 < m,�5u < m + 1,�m + 1 ∈ N ,�'��u#�

����� .60�728 .

�4 9:����	 ,�!
√

2"/ .(5;<=x2 = 2��>��? .)

� �S = {s ∈ R : s ≥ 0, s2 < 2},��� 1 ∈ S,6S �= ∅�� 2����� . (	�

t > 2,� t2 > 4,#" t /∈ S.)������	�S��
�� .$�� ,@��
��

A�
�,��
%
√

2�B .C�D ,
√

2E#��&�'�F;G(
� 2���
,-�����
�� .��
HI�	)��* ?/
E�+,
��# ,��F
;��(��2,��(
�2����"J .(

 ,����-�����F;�)

� 2. )

�u =
√

2,
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i)�u����� 2:������	��u − ε /∈ S,�
 ε��
�� .�S���	

�� (u − ε)2 ≥ 2.������ .(������ 2 − 2uε + ε2 < 2
 ε	����� .)

ii)�u����� 2:������	��u + ε ∈ S,�
 ε��
�� .�S���

	�� (u + ε)2 < 2.�
����� .(������ 2 + 2uε + ε2 �< 2
 ε	����

� .)

��2 ������� (Dense Property):������� ,�
�x, y���� ,�

x < y,� �!"��� r�#$x < r < y.

� i)�x ≤ 0.��y − x > 0,��%�� �n ∈ N$ n(y − x) > 1,&�nx + 1 < ny


' �m ∈ N$ m − 1 < nx < m���nx < m < ny.#()n'��*%� .
ii)�x > 0.��+�'� .

2.5 ������ :��	
��
���

,-./0�����1 .0�23/��4���56�4��� .78#9
�
:���	���%;< ,
����=>?�@���"AA .#BCD� ,�	
EFG�=>�HI��� .(JKL��M��1p.102.)3��N���� ,(<

�O�N�� (P!QR )"��# ,S$TM .UV/3�W%&'� ?
X(%

�)YZ[ ,�XN�\Q*���+��Y���"]^� ,"_� ,UV�#`
%,-^� ?`%�ON���4�^�. ?
��a���!"���x���R ,a�
��Bn//
 |x − a| < 1/10n� ,�


n�b�� .
��!QR��0� , a@���x���R ,:12�-/c�2�
-/3�d% .`)"�efZ[ ,g)�����$�����R ,]�)$��
��������R .
x → c�h�x��%� c�i ;x → ∞�h�x��$j��i ,�8)����O
�� |x − c| < δ,�
 δ��
�� ,���xk�� c��� ,
 δh�� ,�Ox��

c.
��8x → ∞,��x > B,�
B�l4�� .

�� (intervals)��� (neighborhoods)

54/���	��6� ,/��7�"8. ,9
4�m�Y8 ,`54 (a, b)��

� ak b(a < b)�4�\���\X�6� (ni�� a, b),' (a, b) = {x ∈ R : a <

x < b},�&54����54 (open interval).
��a, b� ,'{x ∈ R : a ≤ x ≤ b}�
)�54 [a, b](closed interval)�� .�� ,��6�R��X (−∞,∞).GA#o��

6� (pq"D )�:g�W .
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���������� ,������������ ,	� c
�������
N(c, δ) = (c− δ, c + δ)�� ,
�� c������	�� ,
� δ����� .���

���� |x − c| < δ��	� .�������
��	�����	� ,���	


������� .

������ (Absolute Values)��	 (distance)�
� (closeness)

—���!����������"#

��a���! |a|����$�a%&���� .���� ,|x− y|�'��x, y��

� .(�)��* ,��!+,-�" ’.� ’(closeness)�/0 .
���!�123

�	4 :

|a| =

{
a �a ≥ 05

−a �a < 05

�$����!1267	4��� :

�8���a, − |a| ≤ a ≤ |a|.

���!���� |x− a| < b������$
����x%a����� b�
 ,�


�9 a − b < x < a + b,+��� (a − b, a + b)�� .����� |x − a| < δ (
� δ

9���� )��a − δ < x < a + δ:+�a9�;��� (a − δ, a + δ)�� ,
��

a��� (�� )�
����� .� 0 < |x − a| < δ����� a��� .���<

��=��>?5�+�,@ (�ABCD ).� δ��5 ,:�"x�.�a.(E9�

����* ).�
FG�(� ��� (���!� )!��H�("�#���

I ,�(J�K"J�L("�M# .
G�"$��N%�& ,��O$P+A�P ,'�	���.���$��/0�
�����	 .�QRS(+,���!)*����-�".��+,—-���
��'�:�"�.� .=��>?:�-TU.� (closeness)�/0.���/

��OV0 .W�G< ’�1 ’�2!��/0 .

�1 -3 :4∀ε > 0, |x − a| < ε,5x = a.(�6�
9 :4'���7���!��

8��� ,5�'�X$��2 .)


 (�83# )4 x − a �= 0,5 |x − a| > 0Y ε = |x − a|/2 > 05 ,�9Z7

|x − a| < |x − a|/2:[�� .73 .

; :�3\<:�]��� ,�+�83# .
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�2 �� :�a, b ∈ R,� |a + b| � |a| + |b|.(��������� .)

� ��−|a| ≤ a ≤ |a|,−|b| ≤ b ≤ |b|,��	�	
�


−(|a| + |b|) ≤ (a + b) ≤ (|a| + |b|)

��
��� .(� |x| ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a)

�� i)�ab = 0
 ,�
a, b���� 0.� |a + b| = |a| + |b|.
ii)� ab > 0,� a, b��� .��
 |a + b| = |a| + |b|;� ab < 0
 ,� a, b�� ,�

|a + b| < |a| + |b|.
iii)� i)� ii)
� :� |a + b| � |a| + |b|.
� :�a, b
�����
 ,������������������ .

�3 � |x − a| < ε� |y − b| < ε,�� |x − y| < |a − b| + 2ε.

�

|x − y| = |x − a − (y − b) + a − b| � |x − a| + |y − b| + |a − b|
< ε + ε + |a − b| = 2ε + |a − b|.

� :��������a, b� ?�	���� !"�#���$
�#%�"& .

�4 �−2 < x < 1,�� |x2 + x| < 6.

� ���
 |x| < 2.��������


|x2 + x| ≤ |x2| + |x| < 4 + 2 = 6.


� .

�4 �'���()�*+�,' : 2.99 < 1
x+2

< 3.01.

� "������ 1
2.99

> x + 2 > 1
3.01
�� 1

2.99
− 2 < x < 1

3.01
− 2.!-"����

#'�"�* ( 1
2.99

− 2, 1
3.01

− 2)../+"� .
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2.6 ��� (Irrational Numbers)�����?

������������ ,	
��
��������� .���������
����� ,	�����
��������� ’� ’� .���
�

√
2���� (

����p.11),��
��
√

2�������� ,��� 2�� !� .��"#�

$ ,�%�1.41421���&'�� .�(���π)�* ,+������� ,�,�
-��� ,��.#/ ,��0�1	 .
���2341������� ,����2345���6 (ratio).7

 ,��

�4�8�5��96'�:� .%�5���6�:�;2%�<�=����
=���� .�� ,����	�<�=����� .>?��=�����@	�
�
 ’�� ’?��	 ?!� ,���1�1"��� ,�A�1%�� ’#$ ’��
��:�� .

��������	


BCD�E%FG���HI .���HI"&�J�'(')K .7L
���	
#�=������: .�
�=�����MN���O�� ,��"&�J�'
('FG���	* .	�P+Q ,4/����� ,�J��,-./�R .
(

√
2M0<�J {1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, · · ·}(S1T2�3����=�

� ,�4 !
�5 2)�U= ,VS�J {xn|xn < xn+1, xn
2 < 2,∀n ∈ N}6'(��

7 .(7���W8*
� .)

7
7	0X�����=���<�J�U= ,A
�=�����	#'�:
�����	 .Y9 ,���J:'(;;����4U=& ,A����1<W8
*�Z .(�7 ,�=������ ,��<��J'(@���

√
2.�
M�75

�����=-[���<W8*� .	����1����� ,��	Q� ’<�
�\ ’�� .
�����:875���������]> ,^?��=���_�: ,���`
a@��: ,(�:�

√
2, π�� .

������������������� (non-terminal decimal).�	����	

�

���
 ,����
��	���	����
��� . (�������

���� ,�����
� !"#$%� ;��	�

� !"#�%� .)

��������

&a0����� ,�a1, a2, · · ·���0'9
�( ,��)���*����a0.a1a2 · · ·

� .�����)��+��,������ .
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�1 ��
√

2�������� .

� ��
√

2���� .��	��
	��
� 1.41421 · · · .�
√

2 � 1 +
4

10
+

1

102 +
4

103 + · · · .

� :�

��������������	�� 10�������������
�� (����� ):

A +
∞∑

n=1

an/10n

,��A ∈ Z, an ∈ {0, 1, 2, · · · , 9}.

�2 �a, b����� .��
√

2������ ( �� )a/b! (a+2b)/(a+b)�" .#

$����%&'(�
√

2?

� ��
√

2�����) ,� ��a/b, (a + 2b)/(a + b)*	+
�
√

2.	,�

(
√

2 − a/b)(
√

2 − ((a + 2b)/(a + b))) = (
(
√

2b − a)

b
)(

√
2(a + b) − (a + 2b)

a + b
)

=
(
√

2b − a)2(1 −√
2)

b(a + b)
< 0 (��
�)

�-����./	�� (a + 2b)/(a + b)&'��
√

2(��&'0 .)

� :1�2
�	�3�����
√

2� ��4 {a/b, (a + 2b)/(a + b), ((a + 2b) +

2(a + b))/((a + 2b) + (a + b)), · · · , }��a, b	�5��	� .�
� )6 .2

	

�!7�"8�4 {zn = xn

yn
: xn+1

yn+1
= xn+2yn

xn+yn
, n ∈ N}.������#9 yn:;<=�

	� l = l+2
l+1
��� ,	� l =

√
2.

�3 $a, b� ��
a + b
√

2 = 0,��a = b = 0.

� ��
√

2�����) ,$ b �= 0,%�&� a + b
√

2�
√

2 = a/b,'>*?� (@

a/b� �� .)� b = 0.� b = 0 (A�	�a = 0.�B .

� ;)

C� ,*
�D� ��!����!�!!�E���� .*���!
����!�!!�%+EF��� .(±√

2�F�
 .)

�4 ��,G :

√
2 +

√
2 +

√
2 + · · ·���� .
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���

√
2 +

√
2 +

√
2 + · · ·������ ,���� ,���� .�x =

√
2 +

√
2 +

√
2 + · · ·,

�x =
√

2 + x�	
 ,��x = 2(∵ x > 0).

� :
���	
���������
 ,���� .����	����
� ,��

�����x =

√
2 +

√
2 +

√
2 + · · ·�?����� ’��� ’,���	���� ’�

’����� �� ?�	���!�
� · · ·" ,#�$��������$� ,�

���%���$� .%���$���

�xn =

√
2 +

√
2 +

√
2 + · · · +

√
2 · · ·(�n���).

�&������� :xn+1 =
√

2 + xn.' &�(���!)�" (*+#,-.

xx),/0$% .�123456 ,&�x =
√

2 + x.�6�'7&(�8 .

������

��9():�" ,*3�	+,�;<( ,8
93-+�.��/0=� .� 
):��1(#���:��1(�:>� .�:'�' 2�):�?�.��
:�(�45 ,�@

lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(an + bn)


/ .��!������.�):��3� ,�������.��:��3
� .� �A1(�4���BC�5 ,?�D:�� (EF.GH
 ’��(
$%

’�6 ),*I�:��1(J�KL .�M ,��� ,�7):���N�8OP�1

()��N�Q (@):�8OP��B���9��: ,�>RK):�
;S

T ,�0
�):� (� 2 −√
3S 2 +

√
3?�):� ,<;ST*��):� .))

�	
������


��9():�" ,*�U3�	+,�=�>?�;@� .V-���	+,��
A�8� ?
�W):�
�� ,B>)�X��,��$ ,�CDEK���	�=EF .�
�*F��G��@� (Method of Iterations)—�Y>?� (Method of Successive

Approximations)����(;3�Z):��>?� .�[* BWP�	\�


��� .
�(�$%�A]9 ?2W	\�
�" ,CX���^��H�W� ,I�#�J
_?�;�> ,�#`9�(�$%;!N .
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(1)���� (bisection Method)

�1 ���� 3
√

2�������� .

� ���� 3
√

2�	�
�	��� ,
 1, 2.
� ,� 1, 2����� 3/2,�

(3/2)3 > 2,���� 1� 3/2����� (1 + 3/2)/2 = 7/4.���
�� ,�
��

{1, 1.5, 1.75, · · ·}.����
������� 
�����!"#�$� .

%� ,���$�&'(x3 = 2�)� .*+��,��-� (�.��/0��,

� )1���23� ."���
2�����4����� .

�2 ���� sin 31o�������� .
� �5�+� sin x�Taylor���6 ,�
 sin 31o���� .�789p.231� 2.

(2)��	
� (Fixed-Point Algorithm)

:���������%;&2 .�������<�=�&'(�> ,"*+��
2�-�3�?
 .(89�� .)

� �&'(x = 2 cos x�> .(�>@:��� ?)

� �����&'(x = 2 cos x�<xn+1 = 2 cos xn.A �BC��!$x1��

"#3��
�� .

n xn n xn

1 1 6 1.4394614
2 1.0806046 7 0.2619155
3 0.9415902 8 1.9317916
4 1.1770062 9 -0.7064109
5 0.7673820 10 1.5213931

$ 1:DEF� ,�>@:��� .(�*+%&2&
 .)

$2:�',�:	��&'(�� .(')*2 (Algorithm)?�')*2:	�G+

,;H��2- ,IJK
� �LM�N�
O��
�N�P .Q:+�	R*
S���&2 .
$ 3:LT>, ,�!O��&'(�> ,�.�
��!/01 .�.,�)*22
U .3

�
	���
(!�V .4�$

xn+1 =
xn + 2 cos xn

2

3�W ,�
����6 .
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n xn n xn n xn

1 1 7 1.0298054 13 1.0298665
2 1.0403023 8 1.0298883 14 1.0298666
3 1.0261107 9 1.028588 15 1.0298665
4 1.0312046 10 1.0298693 16 1.0298666
5 1.0293881 11 1.0298655
6 1.0300374 12 1.0298668

��� ,��������� ,��� .

�3 	�
��� 2π
��� ?

� ���� {23, 23.1, 23.14, 23.141, · · ·}
 2π
��� .�� 23 = 8, 23.1 =?,��� ?�

�����	��
������ :

23.1 ≈ 8.57419

23.14 ≈ 8.81524

23.141≈

· · ·
�����
��
���� ?�� ��!�"��� ?

������	
�� (non-denumerable or uncountable)��
��

�#�$$���G. Cantor(�%�#� )�&
'��(��)����*+�

 	�
�,�* .-��(	./0
� ,1�� .

2.7 ����

��� (transcendental numbers)���?

������� ( 		���	
√

2, 3
√

5�� ,)2	�� (�(� 13$,4
�

��
5!
� .)	
�� π,67�'�� e��	��
� ,������	�

� .8� , �	 sin 1, ln 29� .
�� :���;!< ,=�(>$,
"�!
<
? .@�� ,#$$�A��!2'��!>�
���� , B	�-�
�
(calculator)��%C� ,�D!EF&G) .



44 ��� �����	


��������	?

� a, b������ ,�������� ,���	� (variables)�
 .��	��


������������� (	� )� .�a + b
 (a− b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3�

�� (	� )� ,
������ .

’����� a’� ’�	� ’x�
���� ?����� ,������ .�����
 �! :
’���� a’��� a!������� ," ’�	�x’��	������ ,�#	

��� .


���
 0���
∞��?

�������� ,������ ,����$�� ,
%&'�(�� ,#�%)
*�(� ,+,�-��� ..&�
�!��/�—-x → 0���0�x → ∞. 
12���! 00��$�� ,� 1/n� 1/n2,

√
1/n3n��∞ ,��! 0,"��

�"���
∑∞

n=1
1
n
�

∑∞
n=1

1
n2 ��#$�4%��� .(5��6��! 0��$�

�� .)78&� 99&

:'; .


����(finite)���(bounded)�����(infinite)���(unbounded)�

�

�������� ;������ .��	����� ,�±∞�	�� .�
��x
��� x < ∞.�
 ,���	��
���� .���
��� .	�
����
�� .����	�	�	������������ .��	��	�	���
� .����	
�������
 ,�������	������ ?�����
���� ������������!" ?	�	���#������$ ,%
�&'�(�������) ?��*+	���,�����—--���.��
�/��0 (1
2� )�	 *!�!� .

��"#��	 ,$����%	��� ,��������� .

	 -	� {2 + (−1)n 1
n
, n ∈ N}����3����	 ,	��
�������

� ,4%��� 2��	 (&'���$ ).

��
 (finite terms)���
 (infinite terms)��

56�	7(89��

 ,���)*+,�	-
�:�;< .�=)*+,�
���9
��: ,>?�
�9
	
�:� ?!
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�������������� ,������	� ,
���
�	������
��	
 .����������	 ,
������������ ,������
����� ?���� ,���� �������	 (! ).

"��#$������� ?%#&�'��( ,)����*�+�� ,,��	
���-��� ,.����/0���� .12�������"�������
�� ,3����4�5#6���7 ��� ,&� ?
8! ,)��� ,9.�"�:� ,,&	�-��	#�$�	��#�%;3
< .�=����/0���> �-�
��&��� .��=������
& , ''?@�A����A�� .�
 ,�
�	 ,�����B�����
: .�����(&�C�� .

��������

�DE�F#��G�&)H��� ,&�&�I ?J12
KL�M .)H�*+
,�,N��-����O./ .�&:��"0O./F#�%P .� ����
� 6Q1R�S .'T
� ,)H���U�S (6Q'�2V ),��&3���

�� .4W ,)H5X�� .�C)HY�� ,6 �&'Z�S .

2.8 ���

1. 7�x[ y"�� .�M���02"8 ?
a)49�x, x > 0 ⇒ x2 > 0

b)49�x, x > 0 ⇔ x2 > 0

c)49�x, x2 > x

d)49�x,�� y)H\ y > x2.

e)49�]� y,�8�]�x)H\ 0 < x < y.

f)�a < b,:a2 < b2.

2. 7^a;�)M:/< :
49�T
�n, a � 1/n.=*a � 0.

3. M���_02"8 ?`.8!ab ,7�x, y[ ε�&�� .
a)49�x, x < x + 1.

b)��T
�N)H\���<��# N

c)49�x > 0,)H� y\ y > 1/x.

d)49�]�x,X��T
�n\ 1/n < x.
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e)����� ε,����n� 1/2n < ε.

4.�a, b, c	�
� ,�a + b
√

2 + c
√

3 = 0��a = b = c = 0.(�� :
������

1� .)

5.�a, b, c, d	�
� ,�a + b
√

2 = c + d
√

2,��a = c� b = d.

6.�� 3 −√
2	�
� .

7 .a)��� y =
√

3x + 5������
� ? (�	�
���������	�


�� .)

b)�
��� ,����
���� ��
 {0, 1,∞}.

8.�a, b	!� ,"�# |a − b| � 1.�� |a| � |b| + 1.

9.�a, b, c, d	!� ,� |c| �= |d|.��

|a + b

c + d
| � |a| + |b|

||c| − |d|| .

10.�$%�& |x − 3| + |2x + 1| < 11�'�����( .

11. )a, b	*��� .��
√

3�+,*-�a/b. (a + 3b)/(a + b)�( .����

/01�
√

3?

12. �a, b, c, d	�
� ,2x	�
� ,�� (ax + b)/(cx + d)�3���
� .��

4�� ?

13. a) �� |x| ≤ 1 ⇒ |x2 − 1| ≤ 2|x − 1|.
b) ��−1 ≤ x ≤ 2 ⇒ |x2 + x − 2| ≤ 4|x − 1|.
c) �� |x| ≤ 1 ⇒ |x2 − x − 2| ≤ 3|x + 1|.
d) �� |x − 1| < 1 ⇒ |x3 + x − 2| < 8|x − 1|.

14. 
����%�&5 0 < |a| < |b| ⇒ 1/|b| < 1/|a|,��
a) | x−2

x2+9
| � |x|+2

9

b) |x| � 2 ⇒ |x2+2x+7
x2+1

| � 15.

c) |x| � 1 ⇒ |x4 + 1
2
x3 + 1

4
x2 + 1

8
x + 1

16
| < 2
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15. �� δ(� ε�� )��������	 .
a) |x − 5| < δ ⇒ |3x − 15| < ε
b) |x − 2| < δ ⇒ |3x − 6| < ε
c) |x − 5| < δ ⇒ |x2 − 2x − 15| < ε
d) |x − 2| < δ ⇒ |x3 − 2x2 + x − 2| < ε

16. �
� {xn}∞n=1���xn+1 =
√

xn + 2, x1 =
√

2,
��
�����	
� .

17.��

√
3 +

√
3 +

√
3 + · · ·��� .

18.�

1 +
1

1 + 1
1+ 1

1+···

��� .

19.�

√
2
√

2
√

2 · · ·��� .

20.�������	 .
a)� t > 0,����
nt� 0 < 1

nt
< t.

b)� y > 0,����
ny�ny − 1 ≤ y < ny.

21.�������	 .
a)�x, y ∈ R�x < y,��
�
 z�x < z < y.

b)� y > 0,����
n� 1
2n < y.

22.�� :����
u�u3 = 2.

�������

1. a)� .

b)� .�� ,�x < 0.

c)� .�� ,�x = 1/2��x2 �> x

d)� .� y = x2 + 1����	 .

e)� .�x = y/2����� 0 < x < y.

f)� .�a = −3, b = 1���a < b�a2 > b2.
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2. (��� )� a > 0,������� n� na > 1(	�
������� ).
�

a > 1/n����� .

3. a)� .

b)� .���	��
 .

c)� . (����� 2� )

d)� . (����� 2� )

e)� . (����� 2� )

4.����	��
√

2,
√

3�� ���!"����#���� . b
√

2 + c
√

3 =
−a,��$%& ,' 2b2 + 3c2 + 2bc

√
6 = a2.(


√
6)	�� ,�*+ bc = 0�� .�

b = 0, c �= 0,��-��
 a + c
√

3 = 0.
���� (
√

3)	�� ),.�+ c = 0�

� .�� ,� c = 0,�'+ b = 0�� .�
�'a = 0.

5.���' a − c = (d − b)
√

2,/
√

2)	�� ,.+ d − b = 0�� .�� a − c = 0.'

� .

6.� 3 −√
20��� r,���1' 3 − r =

√
2.
�2���� (��0���,�

�0	�� ).

7. a)3��
��4 ,0 (0,5).(/35x �= 0, y�6)	��&. .)

b)/���4)��4 ,�7
�4&��8�	�
��4 ,9: y = x +
√

3&�

�8;���4 .

8.������2' |a| − |b| ≤ |a + b| < 1."�1�'��	�< .

9.������2' ||a| − |b|| ≤ |a + b| ≤ |a| + |b|.�� ,||c| − |d|| ≤ |c + d| ≤ |c| + |d|
=>?�@��' |a+b

c+d
| ≤ |a|+|b|

|c|−|d| .�A .

10. [3, 13/3)� (−3,−1/2].

11. (
√

3 − a
b
)(
√

3 − a+3b
a+b

) = (
√

3b−a)2(1−√
3)

b(a+b)
< 0.

a+3b
a+b
BC��

√
3(/ |√3 − a+3b

a+b
| = | (

√
3b−a)(1−√

3)
(a+b)

| <
√

3b−a
b

)

12.� ax+b
cx+d
0��� ,0 rD ,� ax + b = r(cx + d)� (a − rc)x + b − dr = 0.
��+

a − rc = 0�� ,(/x0	�� ):
9' b − dr = 0.. ax+b
cx+d
����
� a

b
= c

d
D .

�� : a = c = 0�a : c = b : dD .
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13. a) |x2 − 1| = |x + 1||x − 1| ≤ (|x| + 1)|x − 1| ≤ 2|x − 1|.
b) |x2 + x + 2| = |x + 2||x − 1| ≤ (|x| + 2)|x − 1| ≤ 4|x − 1|.
c) |x2 − x − 2| = |x − 2||x + 1| ≤ (|x| + 2)|x + 1| ≤ 3|x + 1|.
d)|x3 +x−2| = |(x3−1)+(x−1)| = |x−1||x2 +x+2| ≤ |x−1|(|x|2 + |x|+2) ≤ 8|x−1|
(� |x − 1| < 1 ⇒ 0 < x < 2.)

14. a)| x−2
x2+9

| ≤ |x|+2
9
���� |x − 2| ≤ (|x| + 2);�� |x2 + 9| ≤ 9.

b) |x2+2x+7
x2+1

| ≤ (|x2| + |2x| + 7)/1 ≤ 15(� |x| ≤ 2.)

c) |x4 + 1
2
x3 + 1

4
x2 + 1

8
x + 1

16
| ≤ |x4| + |1

2
x3| + |1

4
x2| + |1

8
x| + | 1

16
|

≤ (1 + 1
2

+ 1
4

+ 1
8

+ 1
16

< 2)(� |x| ≤ 1.)

15. a) |3x − 15| = 3|x − 5| < ε ⇔ |x − 5| < ε/3�� δ = ε/3.

b)��� δ = ε/2.

c) |x2 − 2x − 15| = |x − 5||x + 3| < ε ⇔ |x − 5| < ε/|x + 3|� δ = min{1, ε/9}
(� |x − 5| < 1 ⇔ 4 < x < 6),��� |x2 − 2x − 15| = |x − 5||x + 3| < (ε/9)|x + 3|
< (ε/9) · 9 = ε

d) |x3 − 2x2 + x − 2| = |x − 2||x2 + 1|� δ = min{1, ε/10}(�	 )

(� |x− 2| < 1 ⇔ 1 < x < 3),��� |x3 − 2x2 + x− 2| = |x− 2||x2 + 1| < (ε/10)|x2 + 1|
< (ε/10) · 10 = ε

16. i)
� {xn}��� :xn < 2(�xn − 2 =
√

xn−1 + 2 − 2 = xn−1+2−4√
xn+2+2

= xn−1+2−4√
xn−1+2+2

= xn−1−2



= · · · = x1−

√
2



< 0)

ii)
� {xn}��� :xn < xn+1(�xn+1 − xn =
√

xn + 2 −√
xn−1 + 2 = xn−xn−1√

xn+2+
√

xn−1+2

= · · · = x2−x1



> 0)

�� i)� ii)�
� {xn}	


17.������p.40�� 4,������ 3.

18.���
��xn+1 = 1 + 1
xn

,��������� 1+
√

5
2

.

19. = 2

20. a)������������
n�nt > 1.�nt = n � .

b)������������
n� {n ∈ N : n · 1 > y} �= ∅.�ny����� , �

�� .



50 ��� �����	


21. a)���� ,�����x/
√

2, y/
√

2����	� r���
 .�� z = r
√

2��

�� .
b)���� ln2 y,�
����n� ln2 y + n > 0,�������� .

22.� .(���p.35	 4�
 .)


